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FORORD
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det er en viss samvariasjon mellom disse typene.

I fremstillingen har det vart ngdvendig & bruke noen matematiske
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Innledning og grunnleggende forutsetninger

1. INNLEDNING

1.1. Bakgrunn.

I de fleste undersgkelsene Statistisk Sentralbyrd foretar,
blir det observert flere kjennemerker for hver observasjons-
enhet (telleenhet). Det kan vare yrke, alder, utdanningsniva,
barnetall, husholdningens sammensetning, bosted osv., osv. Ser
vi pd hver kjennemerkeverdi som verdien av en variabel, sid kan

en god del av disse variablene kalles kategoriske, de plasserer

telleenhetene i ulike kategorier (se avsnitt 1.2 om typer av
variable).

Enten vi skal fremlegge resultatene av unders¢kelsen i form
av tabeller, eller vi skal bruke data til & foreta en analyse av

et problem, s& vil et hovedsp¢rsmdl vere om det er samvariasjon

eller ikke mellom de variable. Hvis vi kan finne ut noe om dette,
kan det hjelpe oss ved valg av tabeller. Og i analyse av et
problem er det jo nettopp samspill, eller mangel pa& samspill
mellom de variable som vil vare interessant. 1 en del tilfeller
gnsker vi et eller annet slags mdl for samvariasjonen.

R finne ut om det er samspill mellom to variable, f.eks.
yrke og helse, eller alder og helse, kan vare forholdsvis enkelt.
Med tre eller flere variable blir det vanskeligere. Hvordan blir
bildet ndr vi ser pd yrke, alder, helse, og kanskje flere variable,
simultant ? Om vi ¢nsker & se spesielt pd hvordan én variabel,
f.eks. helse, varierer med de ¢vrige, sd er dette greit hvis denne
ene variable (helse) har intervall skala (jfr. 1.2), f.eks.
tallet pa sykedager i et &r. Da kan vi kanskje bruke regresjons-—
analyse. Men hvis den variable har en nominell skala, sykdoms-
gruppe f.eks., vil andre metoder vare bedre.

Nér vi skal unders¢ke samvariasjonen mellom flere variable
uten & se pd en av dem som funksjon av de andre, md vi ogsd finne
frem til egnede metoder. Metoden vil vare avhengig av hva slags

problem og hva slags data vi har. Vi md gj¢re klart hva vi vet om



problemet pa forh&nd, og hva vi ¢nsker & finne ut. Gjelder det

4 bestemme hvilke variable vi b¢r sortere observasjonene etter

ndr vi setter opp en tabell ? @nsker vi & unders¢ke om det er
samvariasjon mellom l¢nnsnivad og kjénn ndr vi samtidig kontrollerer
for alder, utdannelse, yrke m.m. ?

Det finnes ulike problemstillinger i mengdevis, og det finnes
statistiske metoder som kan vare til hjelp i analysen av mange
av dem, men kanskje ikke i alle.

Metodeutviklingen p& dette feltet har skutt szrlig fart de
siste 10 = 15 &rene. Det henger sammen med utviklingen av de
elektroniske regnemaskinene, som gj¢r det mulig raskt & héndtere
store datamengder og sortere dem etter mange kjennetegn, sd vi kan
fa frem data for analyse av sammenhenger i mange dimensjoner.

I arbeidsprogrammet for 1980 for metodegruppen er
nevnt det store arbeidet gruppen har gjort med utvikling av
metoder for analyse av kategoriske data, ikke minst i tilknytning
til professor Sverdrups innsats pa dette omrdde. Disse metodene
er en videreutvikling og forbedring av en rekke metoder som
begynner & bli kjent, men kanskje ikke godt nok. Det varer ofte
en stund f¢r nye metoder rekker frem til dem som har bruk for dem.
Dels vil det alltid ta tid f¢r nye metoder kommer med i larebgker
og oppslagsverk, og dels er det vanskelig for brukerne & holde seg
a jour med alt det nye som kommer.

Hensikten med dette notatet er & gi en oversikt over en rekke
av de metodene som kan tenkes & vare nyttige for arbeidet i Byraet.
Det er ment som en '"veiviser'" og gir bare en meget kortfattet omtale av
hver metode, med henvisninger til hvor en kan finne en mer utf¢rlig
fremstilling, samt beregningsmuligheter m.m.

Det er sa mange ulike problemstillinger som skal analyseres
at det her ikke er mulig & f& med metoder for mer enn de vanligste
variantene. Dermed vil problemer som trenger svert spesielle
metoder, ikke bli dekket. Det kan vare vanskelig for en bruker
a se at et problem er av denne typen. Det er derfor en god
regel & ta kontakt med en trenet metode-statistiker for & diskutere
problemstillingen og kanskje f& radd, eventuelt videre samarbeid
om metodevalget, pd et tidlig tidspunkt i planleggingen av en

undersg¢kelse.



1.2. Observasjoner, ulike typer av variable.

Det er karakteristisk for den typen observasjonsmaterialer
vi skal behandle her,at de variablene (kjennemerkene, egenskapene)
vi observerer, har - eller kan tilordnes - verdier som plaserer
telleenhetene i ulike kategorier. Variablene kan i mange til-

feller ikke betraktes som kontinuerlige, dvs. de kan ikke anta

verdier som ligger vilkarlig ner hverandre, slik som f.eks.
h¢yde eller avstand. De variable er diskrete, dvs. at verdiene er
adskilt ved intervaller pa& tallstreken. Noen variable har en
nominell skala, dvs. at det ikke finnes noen naturlig rangordning
av verdiene. For variabelen yrke f.eks., sd kan vi nok nummerere
~ yrkesgruppene, men det er mange midter & gj¢re det pa og det er
ingen "maturlig" ordning av dem, en handverker er ikke "stg¢rre"
eller "mindre" enn en fagérbeider eller en professor pd yrkes-
skalaen.

For utdanning derimot kan vi ha en rangordning ndr vi definerer
og ordner nivdene pa en passende mdte og ikke lar dem ''grene ut"
i forskjellige retninger fra et visst nivd av. Vi kan nummerere
kategoriene (nivaene) med f.eks. 1,2,3, osv. pa en ordinal skala,
der vi ikke tillegger selve tallet noen egentlig mening og heller
ikke differensen mellom to tall. Tallene tjener til & ordne
kategoriene, og vi kan si at niva nr. 3 kommer etter nr. 2, som
igjen kommer etter nr. 1 i rangordning (eventuelt f¢r i begge

tilfeller).

En intervallskala ordner verdiene og dessuten har differenser

mellom verdiene god mening. Det finnes imidlertid ikke noe
"naturlig" nullpunkt, derfor har forholdstall mellom verdiene

liten mening. For temperatur f.eks. vil 20° € nok vere dobbelt s
h¢y som 10° C, men ikke '"dobbelt s& varm'", og med Fahrenheit skala
blir de tilsvarene temperaturene 68° og 400, altsd et annet forholds-
tall.

P4 en forholdstallskala vil b&de ordning, differenser og for-

holdstall mellom verdier ha mening. &4 barn er dobbelt s& mange
som 2 barn og alder 15 &r er halvparten av 30 ar.
Den store mengde av statistiske metoder er utviklet for

variable med forholdstalls- og kanskje intervallskala. Det var
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lenge et meget dirligere utvalg for nominalskalavariable, isar
ndr det gjelder samvariasjonsproblemer, men dette endrer seg nd

ganske raskt. Vi skal forsgke & formidle et inntrykk av dette.

1.3. Ordning av data, krysstabeller (hyppighetstabeller, kon-

tingenstabeller).

Eksempler

o

I arbeidet med & finne frem til en egnet analysemetode gjelder

det f¢rst og fremst & fa problemstillingen klart frem, og dessuten

Do

ha oversikt over data. TFor det siste kan det vare en god hjelp
& tenke seg de observerte telleenhetene ordnet i en simultan for-
deling med absolutte hyppigheter ordnet(gruppert)etter de verdiene
hver av de ulike Vériablene kan anta. Vi f&r en simultan hyppig-

hetsfordeling, dvs. en tabell over tallet pa telleenheter for

hver av de mulige verdikombinasjonene. Disse er definert slik at
de utelukker hverandre. En telleenhet vil altsd hg¢re til under
én og bare én verdikombinasjon. For to variable fér vi en
toveistabell som tabell 1.1. nedenfor. Den har tre linjer,
svarende til de tre verdiene for variabel nr. 1, arbeidstids-
ordning, og to kolonner, svarende til to verdier for variabel
nr. 2, yrkesutdanning, og kan kalles en 3x2-tabell. Med I verdier
(linjer) for variabel nr. 1 og J verdier for nr. 2 fdr vi en

I x J-tabell. Har vi dessuten en tredje variabel med K verdier,
blir det en IxJxK-tabell. Vi setter linjesummer (marginaltall) til

hg¢yre, og kolonnesummer (marginaler) nederst i tabellene. Vi bruker

altsd ikke de konvensjonene for dette som ni brukes i Byrdets offi-

sielle statistikk.

Tabell 1.1. L¢nnstakere etter yrkesutdanning og arbeidstidsordning.

Fra S@S 113.

Yrkesutdanning
Arbeidstid | Med Uten Sum
i{j = 1 2 (marginal)

Skift 1 121 82 203
Natt 2 19 6 25

Dag 3 612 480 1092

Sum 752 568 1320
(margi-

nal)




Slike hyppighetstabeller som skal brukes i analyse av samvariasjon
mellom variable kalles ofte kontingenstabeller (contingency tables).

Vi skal kalle dem
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enten krysstabeller eller komparative tabeller,

se nedenfor. Vi skal gi flere eksempler senere, ogsd med flere enn to

variable. En md selvsagt bruke de vanlige 'knepene' for & sette opp tabeller

i flere enn to dimensjoner. For oss er det ikke akkurat det & sette opp tab-

ellen som er det viktigste (unntatt hvis vi ¢nsker et rent visuelt inntrykk av

den), men at vi har en systematikk som lar oss referere til tallene

tydig mdte. De problemstillingene vi skal analysere, kan vare meget

etter hvordan observasjonene er fremkommet. Vi vil i dette notatet
bruke navnet krysstabell ndr vi som i eksemplet ovenfor har ett ut-—

valg pd n telleenheter, som sd er ordnet etter ulike variabelkombi-

nasjoner, slik som tabell 1.1. Her kan n enten vare et tall som er
bestemt pd& forhdnd, eller
tellingen er avgrenset pa

en trafikkontroll som gir

Vi har ulike varianter av toveis— og flerveistabeller, alt

det kan vare fremkommet tilfeldig, fordi
annen midte enn ved utvalgets st¢rrelse. I

over et visst tidsrom, kan totaltallet, n,

pa en en-—

forskjellige.

pd undersgkte biler vare tilfeldig. For unders¢kelser med frafall kan

vi i mange tilfelle regne som om n var gitt pd forhand, selv om dette

tallet er lavere enn det vi planla & f&. I alle tilfelle kan alle

andre tall enn n betraktes som tilfeldige.

o

Vi kan ogsd ha toveistabeller satt sammen av enveistabeller

fra flere separate utvalg. Hensikten er & foreta en sammenlikning. Det

er nerliggende & kalle dem komparative tabeller. I tabell 511 i
Statistisk &rbok 1979 finmer vi bl.a. tallet pa skip i de nordiske

lands handelsflite fordelt etter alder. (I tabell 1.2 utelater vi

Island.)

Tabell 1.2. Handelsskip p& 100 bruttotonn og over, i 4 nordiske land
pr. 31/12 1978, fordelt etter alder.

Alders-

gruppe Norge Danmark Sverige Finland Sum
Ar i 1 2 3 4

< 5 1 501 273 121 64 959
5-9 2 434 180 114 58 786
10-14 3 302 228 81 58 669
15-19 4 143 91 36 40 310
20-24 5 125 50 27 21 223
25-29 6 67 32 21 8 128
& 30 7 228 101 113 87 529
Sum 1800 955 513 336 3604
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I denne tabellen m& vi betrakte totaltallene for hvert land_som

gitt, og dermed er n = 3604 gitt.

Det finnes ogsd toveistabeller der vi m& betrakte begge
marginalene som gitt, men de blir svart spesielle.

Flerveistabeller kan vere enten rene krysstabeller, eller
en blanding av krysstabeller og komparative tabeller, eller rene
komparative tabeller (ikke sd ofte). Vi kommer tilbake til dette
senere. .

I eksemplene i dette notatet har vi lant og tilpasset data
fra diverse unders¢kelser i Byrdet for & bruke dem til & illustrere
ulike metoder og problemstillinger. Data blir her brukt uten
serlig hensyn til opprinnelig utgangspunkt, problemstilling eller
analyse. Vare tall kan ogsd avvike noe fra de opprinnelige. Vi
gj¢r dette bl.a. for & spare plass. Vi tenker oss altsd at data er

"nye'" for hver gang vi bruker dem til & illustrere et nytt problem.

1.4. Hovedinndeling av metodene. Forutsetninger

Det har vert vanskelig & bestemme hvordan dette notatet
burde legges opp. Det er bare delvis 'maturlige ordninger' av
metodene, sd rekkefglgen gir seg ikke uten videre av seg selv.
Vi skal imidlertid ta utgangspunkt i to prinsipielt forskjellige

overordnede problemstillinger for analyse av data, statistisk inferens

og dataanalyse, som i det vesentlige vil bli behandlet hver for seg.
Enkelte fremgangsmdter kan komme inn under begge katesorier, men med

noe ulik tolking av resultatene. Vi skal forsake 5 skissere de to

problemstillingene.

1.4.1. Statistisk inferens

VArt utgangspunkt er her at vi skal tolke vart observasjons-—
materiale i relasjon til et forholdsvis godt strukturert problem.
Vi vet en god del om det p& forhdnd, enten i form av en teori,
eller fordi vi av tidligere erfaring mener at det er visse forhold,
f.eks. sammenhenger mellom variable, som vi t¢r gd& ut fra som
gitt. P& grunnlag av denne a priori viten kan vi formulere en
modell der en eller flere av de variable opptrer som stokastiske
(dvs. at vi postulerer en sannsynlighetsfordeling for dem, jfr.

avsnitt 2.1.). Qkonometriske modeller er et godt eksempel, men
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modellene beh¢ver ikke vere sd omfattende eller sd eksplisitte,
det skal vi se etter hvert.

Vi vil s3 bruke data til & tallfeste, estimere, visse ukjente
parametre i modellen, eller til & teste hypoteser om dem, eller
kanskje til & fa et grunnlag for & komme med prediksjoner om
fremtidige verdier av de variable. Visse andre ¢nskemdl kan ogsa
vare aktuelle, f.eks. hvis data skal vare grunnlag for a treffe

beslutninger (statistisk desisjonsteori).

Poenget er altsd at vi formulerer den stokastiske modell for
problemet ut fra de forhadndsopplysninger vi har. S&a utleder vi ved
hjelp av statistisk teori en metode for testing, estimering e.l.,
som f¢lger av modellen. Fgrst ndr dette er gjort ser vi pd tall-
materialet, og bruker det til & utf¢re testen, estimeringen e.l.

Det er altsd n¢dvendig & tenke gjennom problemstillingen og
formulere den f¢r vi bruker statistisk teknikk, og teknikken er
bestemt av problemet, ikke av de observerte tallene. For enhver
statistisk metode gjelder visse forutsetninger om fordelingen av de
variable, metoden bestemmes av vdrt a priori kjennskap til problemet

og mdten observasjonene er tatt pd.

1.4.2. Data analyse

I en del situasjoner er virt problem lite strukturert, vi vet
lite om eventuell samvariasjon p& forhdnd. Kanskje ¢nsker vi a
skille interessante fra mindre interessante variable nar det gjelder
valg av tabeller til publisering. Eller vi vil bruke datamaterialet
til & f& frem om, og hvilken, samvariasjon kan vare verd & unders¢ke
nermere, f.eks. ved en ny unders¢kelse. Ogsd i dette tilfellet kan
vi kanskje postulere en sannsynlighetsfordeling for de variable, men
fordi vi har liten a priori viten, vil vi ha en lite eksplisitt
formulering. Vi kan ikke formulere hypoteser o.l. pad samme maten som

under I. Vi mad n¢ye oss med en beskrivelse av data, uten & kunne

trekke konklusjoner ut over dette.

1.4.3. Valg av problemstilling

Noen hevder at vi alltid skal '"la tallene tale for seg selv',
som i 1.4.2, og ikke formulere mer eksplisitte modeller (1.4.1) som
vi likevel ikke kan verifisere helt ut. Det er vanskelig & se hvordan
vi i s8 fall kan bygge opp en teori og fa dypere viten og innsikt.
Ved bruk av statistisk induksjon bygger vi pa tidligere erfaring og

kan si (med en viss, liten sannsynlighet for & ta feil): Gitt

at modellen er riktig (i store trekk) si tyder data pd at det er
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samvariasjon tilstede (vi har forkastet nullhypotesen om ingen
samvariasjon). S& kan vi gd videre ut fra dette. I data analyse
md vi si: ja,disse data kan tyde pad samvariasjon, men vi vet ikke
om det skyldes tilfeldigheter 1 dette materialet eller om det
ligger mer autonome sammenhenger bak. I larebgker og artikler
finner vi ogsa malsettinger uttrykt ved: "We want to fit a model
that describes the data", eller "-- which model gives the best
representation of the data ?" Med dette menes vel 3 merke ikke
at en har a priori grunn til & fors¢ke ulike modeller, men at en
starter med en meget generell, lite spesifisert sannsynlighets-
modell (som f.eks. en mettet modell som nevnt i avsnitt 2.2.),
og sd forsgker & redusere tallet pd parametre i denne.

Men hvilken interesse har det & finne den '"modellen som stemmer
best med data" ? Det kan bare ha mening hvis 'det ligger noe bak"
som gj¢r at nettopp den modellen er rimelig, den kan tolkes pa
en fornuftig mate i det problemet vi har. Det er jo i og for seg
ikke ng¢dvendig med noen "modell" hvis vi bare vil ha frem

akkurat de tallene vi har observert. Vi ¢nsker 3 tolke tallene.

Vi samler jo ikke inn tallene hvis vi ikke tror det ligger ''moe
lovmessig'" bak dem, som vi gjerne vil belyse narmere. Dette 'noe"
md inn i analysen, tallene kan ikke gjg¢re jobben alene.

Ofte vil vare problemer og data ikke kunne henfgres til
bare den ene av de to problemstillingene. Vi kan trenge noe
fra begge felt. Og her er det av interesse & sgke & innrette seg
slik at f.eks. de dataanalysemetodene vi bruker kanskje kan
inngd i en analyse med statistisk inferens. Vi har muligheter
for dette i multivariabel analyse i dag, ved metoder som bl.a.
Erling Sverdrup, Harald Goldstein og andre har utarbeidet.

Nar det gjelder & f& et godt utbytte av en statistisk analyse,
stadr vi oss pd & s¢ke & utnytte det vi har av a priori viten om
problemet i modellformuleringen. Det er ikke lett, vi md ha
teoretisk og praktisk innsikt p& det fagomr&de undersgkelsen
gjelder enten det nd er biologi, demografi, geografi, sosiologi,
sosialgkonomi eller annet. Dessuten md vi utvikle ¢velse i
a formulere hensiktsmessige statistiske modeller. Samvirke mellom

"fagkompetanse'" og "statistikerkompetanse' er essensiell her.



1.5. Veiviser.

I kapittel 2 gir vi en kortfattet oversikt over teoretiske be-
greper vi vil trenge under omtalen av metodene. Begrepene gjelder
spesielt annen del, om inferensmetoder, men vi har ogsd bruk for en
del av dem i tredje del, om dataanalyse, og fjerde del, om avhengig-
hetsmdl. En leser som ikke er fortrolig med de statistiske begrepene
vi bruker, vil finne en litt mer utf¢rlig omtale i appendiksene. Vi
forsgpker ogsd & uttrykke verbalt det symboler og formler star for.

Annen del omfatter kapitlene 3 - 12. I 3 - 7 behandler vi stort
sett tabeller der vi kan ha tall i alle ruter, dvs. alle kombinasjoner
av variabelverdier kan forekomme, men gj¢r det ikke alltid. I 3 be-
handler vi gjengse metoder for toveisgrupperte data. Vi gdr litt mer
utferlig til verks i dette kapittel enn i de to f¢lgende. Riktignok
er problemene enklere her, men det er ogsd lettere & finne l¢sninger
péa dem, og de kan tjene som en introduksjon og et grunnlag for kapittel
4 om treveisgrupperte data og kapittel 5 om flerveisgrupperte data.

Metoder som kan brukes for situasjonene i kapitlene 3 - 5 vil emn
ogsa finne i kapittel 6, om log-lineare modeller og i kapittel 7, der
vi ser pa én variabel som funksjon av de ¢vrige.

I kapittel 8 er det tatt med noen eksempler pa spesielle problem-
stillinger, bl.a. for unders¢kelser med parvis sammenlikning av data.

Kapittel 9 dreier seg om sakalt strukturelt ufullstendige
modeller, der visse kombinasjoner av kjennetegn ikke kan forekomme,
dvs. at vi ikke kan ha tall i alle rutene i tabellen.

I kapittel 10 fors¢gker vi & skissere metoder det iszr kan lgnne
seg 4 bruke i store datamaterialer. Jan Bj¢rnstad [B 1] og Harald
Goldstein [1981] har foresldtt nye mater & gd frem pa i slike situa-
sjoner.

Det er bade likheter og forskjeller mellom mange av de metodene
vi har omtalt. I kapittel 11 har vi noen kommentarer og en oversikt
i forbindelse med et eksempel.

I kapittel 12 nevnes kort en del spesielle problemstillinger og
metoder som vi ikke gdr narmere inn pa.

Tredje del, kapittel 13, omfatter metoder for data amalyse. Det
kommer stadig forslag til nye fremgangsmater og dekningen av dette
stoffet er ikke sarlig utfe¢rlig. Vi ser pa noen metoder som er for-

holdsvis etablerte.
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I fjerde del, kapittel 14, gir vi for fullstendighets skyld en
oversikt over summariske mdl for samvariasjon mellom to variable.
Det finnes ganske mange av dem og de har vart meget brukt i mer ele-
menter statistisk analyse. De blir gjerne beregnet nidr en bruker de
store statistikk-EDB-programpakkene til & skrive ut krysstabeller.
Appendiksene gir en kortfattet oversikt over noen enkle sannsyn-

lighetsteoretiske begreper og sammenhenger.
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2. GRUNNLEGGENDE FORUTSETNINGER OM DATAMATERIALET. SANNSYNLIGHETS-
MODELLER

Det ligger alltid visse forutsetninger om observasjonsmaterialet
og om de forhold som har generert det, til grunn for de statistiske
metodene vi bruker. En del forutsetninger vil vere felles for de
fleste, eller for store grupper, av de metodene vi skal se pd. I
dette kapitlet skal vi trekke fram noen slike forutsetninger av ulik
karakter.

Det er tilrddelig & ha dem i tankene ved planleggingen av data-
innsamlingen, slik at valget av statistisk metode kan lettes.

Vi m8 faktisk ha et visst kjennskap til statistiske metoder og
bruken av dem for & kunne gi hele problemet en utforming som kan
fore til en brukbar statistisk analyse.

Det er lite fruktbart & beskrive statistiske metoder uten &
bruke enkelte begreper fra det grunnlaget statistiske metoder '
bygger pd, nemlig sannsynlighetsregningen. I dette notatet skal vi
ikke bruke mer av teoretiske begreper enn h¢yst n¢dvendig for &
formulere forutsetninger og kriterier. De fleste lesere vil for-
hdpentlig kunne f¢lge framstillingen. For dem som er usikre,
forsgker vi i appendiks A & gi en kortfattet beskrivelse av det ng¢dvendige
grunnlaget, samt en del formler som det blir vist til i enkelte avsnitt.

For & presisere forutsetninger og metoder er vi n¢dt til & ta med

-noen formler i teksten. I den utstrekning det er mulig, pre¢ver vi ogséd

a gi en verbal presisering.

2.1 Hvordan er tallene fremkommet, og hva skal de brukes til?

Betydningen for modell og metode.

Nar vi skal tolke et observasjonsmateriale i relasjon til et
gitt problem, kan arbeidsgangen skisseres slik: Vi formulerer en
stokastisk modell ut fra det vi vet pd forhadnd om problemet (her
kan bdde teori og empiri inngd) og dessuten om hvordan data er
fremkommet. Ut fra dette fors¢ker vi sd & finne en statistisk
metode for tolkningen.

I formulering av modellen inngdr det 4 bestemme hva vi skal
betrakte som stokastiske variable og hva vi kan si om sannsynlig-
hetsfordelingen for dem. Dette siste er enklere & gj¢re hvis vi
kan postulere at data er et tilfeldig utvalg i teoretisk forstand.

Denne betegnelsen brukes imidlertid i ulike betydninger.
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i) Den enkleste formen er et tilfeldig utvalg fra en eksisterende
populasjon, dvs. et utvalg pa n telleenheter (f.eks. personer eller
familier) som er trukket pd en slik mite at alle kombinasjoner av n
telleenheter som kan dannes i populasjonen har samme sannsynlighet for
a bli trukket ut. Det er viktig & ta utvalget pad denne maten Ahvis
formélet med undersgkelsen er & trekke slutninger om visse data 1
populasjonen, data som vi kunne observere hvis vi undersgkte hele
populasjonen, som f.eks. antall hybelboere pr. 1/11-1980 eller antall
hus bygd fe¢r 1945.

Vi vet at det er mange andre miter & ta utvalg pd fra en endelig
populasjon, jfr. Byrdets utvalgsplan. Poenget er at de er samnsynlig-
hetsutvalg, slik at vi har kontroll over sannsynlighetsfordelingen
(teoretisk sett) for vare variable, og dermed har grunnlag for &
utlede metodene.

ii) Betegnelsene utvalg og populasjon er blitt overfort til
observasjonsmaterialer av andre typer. Situasjonen er ofte at vi ¢nsker
& trekke slutninger ut over observasjonsmaterialet. Dette kan vi gjore
nar det har mening & postulere en hypotetisk populasjon av personer,
familier e.l., med tilsvarende bakgrunn som den gruppen vi undersgker
mhp. faktorer som kan spille en rolle. Her er det ikke sp¢rsmidl om
gruppen er trukket tilfeldig, men sp¢rsmidl om den kan betraktes som
et utsnitt fra en populasjon vi ¢nsker & generalisere til, og om
variabelsettene for de forskjellige enhetene i gruppen kan antas & vare
stokastisk uavhengige: Vil virkningen av en behandling pa hver enkelt
pasient vere den samme uansett hvordan virkningen er pd de ¢vrige ?

Vil graden av atferdsvansker hos ett barn vare updvirket av atferds-—
vanskene hos de andre barna i unders¢kelsen ?

"Hypotetisk populasjon'" er et hjelpebegrep. Det vi gj¢r, er &
formulere en sanmnsynlighetsmodell for problemet, og denne modellen
danner grunnlaget for utledningen av den statistiske metoden. For visse
formal, f.eks. for sammenlikningen mellom land, kan vi postulere at selv
dataene om Norges handelsskip i tabell 1.2 er et utvalg fra en teoretisk
populasjon, med en gitt men ukjent teoretisk aldersfordeling, jfr. avsmitt 2.4.3.

Ett og samme observasjonsmateriale kan faktisk tolkes pd ulike vis,
avhengig av problemstillingen og hvordan observasjonene er tatt. Anta at
vi har observert 10 l¢nnstakere med en viss bakgrunn, og funnet at 9 av
dem arbeider dagskift.

Situasjon 1): Vi har ingen teori p& forhdnd f.eks. om at denne kategorien
lgnnstakere oftest arbeider dagskift, sammenliknet med andre. Vi
rapporterer hyppigheten 0,9 som et "funn'", som md verifiseres ved nye

underso¢gkelser.
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Situasjon 2): De 10 l¢nnstakerne er trukket tilfeldig fra en ste¢rre
~gruppe med samme bakgrunn. Da kan vi estimere hyppigheten av a
arbeide dagskift i denne gruppen til 0,9, eller angi et konfidens-

intervall for hyppigheten.

Situasjon 3): Vi har en teori om at l¢nnstakere med denne bakgrunn
oftest arbeider dagtid, eller kanskje om at de oftere arbeider dagtid

enn l¢nnstakere med en annen bakgrunn. Enten vi na har trukket til-
feldig eller ikke, kan vi ut fra vart kjennskap til situasjonen kanskje
postulere stokastisk uavhengighet mellom dem mht. forekomsten av dagtids-—
arbeid og bakgrunnsvariable. Vi kan da estimere eller teste hypoteser om
sannsynligheten for dagtidsarbeid for l¢nnstakere med denne bakgrunn og
muligens f& verifisert utsagn som teorien medfg¢rer.

Vi md@ imidlertid vare forsiktige. Hvis 6 av disse lg¢nnstakerne
kommer fra et lite sted med én bedrift der alle arbeider dagtid, sa
md vi nok formulere modellen noe anderledes.

For arbeidet i Byrdet er det nyttig at bade data fra utvalgs-
undersgkelser og fra fullstendige tellinger, i visse sammenhenger f.eks.
for analyseformal, ofte kan betraktes som om de er observasjoner av
stokastiske variable med visse sannsynlighetsfordelinger, jfr. skips-—
aldereksemplet.

Nir det gjelder utvalgsdata, vil postulering av en "superpopulasjons-—
modell" vere nyttig, se f.eks. Thomsens I0 76/28. Da ser vi pad selve
den eksisterende populasjonen som et utvalg fra en hypotetisk '"super-—
populasjon", og dermed blir ogsd det utvalget vi har trukket, et
utvalg fra denne superpopulasjonen. Dvs. at vi kan ha en teoretisk modell
for problemet som ikke beh¢ver & ha noe med selve trekkingen av utvalget

a gjore.

Avhengighet i data.

Vi kan ha et problem og et datamateriale der vi ikke kan postulere
stokastisk uavhengighet, f.eks. om vi har visse typer av tidsrekkedata,
der den verdien vi observerer pa tidspunkt t kan avhenge av verdiene vi
har observert pad tidligere tidspunkter. Vi vil fremdeles kunne finne
statistiske metoder s& sant vi kan presisere hva slags avhengighet det

dreier seg om. Vi skal imidlertid ikke ta opp slike problem i dette notatet.
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2.2. Vanlige sannsynlighetsmodeller for krysstabeller og komparative

tabeller (hyppighetstabeller).

Vare multivariable problemer og data kan gjelde h¢yst forskjellige
forhold som krever temmelig ulike metoder. Likevel kan det l¢nne seg
4 etablere en felles terminologi og symbolbruk for datamaterialet. Vi

skal innfg¢re en del symboler i denne forbindelse.

2.2.1. En toveistabell.

La oss se pd en hyppighetstabell som den vi har i tabell 1.1. De
n = 1320 observasjonene er gruppert etter to variable, y (arbeidstids-
ordning) og x (yrkesutdanning). Vi har en toveistabell, mer spesielt
en 3 x 2-tabell. Her har y tre kategorier nummerert i = 1,2 og 3, mens
x har to kategorier nummerert j = 1 og 2. Tallet pi observerte telleen—
heter (l¢nnstakere) som er i kategori (linje) nr. i for y og kategori
(kolonne) nr. j for x vil vi kalle nij for en vilkarlig toveistabell.

Tabell 2.1.a er en 3 x 2-tabell over symboler, som svarer til tabell 1.1.

I eksemplet er altsa n;g = 121, n, = 19,..., ng, = 480.
Tabell 2.1.a. Toveis- Tabell 2.1.b. Toveistabell
tabell over antall, Dy over sannsynligheter, Pi;
y X Marginal y X marginal
5=1 p | (sumng, i j=1 2 | Pi+
1 "1 M2 | Pr+ 1 P11 P12 P14
2 n n n 2 P P P
21 22 2+ 21 22| T2+
3 "31 P32 | M3 3 P31 P32 P34
Marginal .
n n n Marginal
(sum) 4 +1 +2 : b P, P,y 1
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I tabellen har vi dessuten med marginal-tallene, d.v.s. summen n., =

nil + n., for i = 1,2 og 3, samt n+j = nlj + nZj + n3j

og totalsummen n.

for 3 =1 og 2,

La oss postulere at det ligger visse sannsynligheter 'bak' tallene
i tabellen, i1 f¢lgende forstand: I de fleste av de problemene vi skal se
pd, kan vi postulere (stokastisk) uavhengighet mellom variabelkombinasjonene
(i,j) fra telleenhet til telleenhet, jfr. avsnitt 2.1. Vi kan dessuten
anta at alle telleenheter har samme sannsynlighet, pij’ for & gi en
observasjon i rute (i,j) i tabellen. Da kan vi tenke oss en tabell som 2.1.b
over disse sannsynlighetene, samt marginalsannsynlighetene Piy = Py * Py
1 og 2. Videre er

for i = 1,2 og 3, og p+j = p1j + p2j + p3j for j
summen av alle sannsynlighetene i tabellen, d.v.s. Z E pij = Z p+j =1,
idet vi skal ha tatt med alle de Variabelkombinasjo%e} som kam forekomme.
Disse sannsynlighetene vil i alminnelighet vare ukjente, men det vi matte
vite a priori, og de hypotesene vi har, vil kunne uttrykkes som utsagn om,
eller restriksjoner pa, pij—verdiene. Vi kan f.eks. ha en hypotese om

6
2.1.b. Eller vi mener at de to sannsynlighetene i siste linje er like,

at alle (i,j)-kombinasjoner er like sannsynlige, da er pij =1 1 tabell
dvs. at Py = P3y = 0,5 Pq,- Mer interessant er hypotesen om uavhengighet
mellom de to variable, y og x. Vi kan ogsd ha modeller der pij—verdiene

er funksjoner av et mindre antall parametre, se f.eks. kapittel 6.

2.2.2. Strukturelle.nuller

I noen problemer vil det vare enkelte variabelkombinasjoner som ikke

kan forekomme. Vi md da sette Pij = 0 for hver slik kombinasjon, og vil

ogsd ha nij = 0. Vi sier at vi har strukturelle nuller i tabellen.
I omtalen av stokastisk uavhengighet nedenfor forutsetter vi alle
pij > 0. Se avsnitt 2.6 og kapittel 9 om problemer med strukturelle nuller.

2.2.3. Stokastisk uavhengighet.

La oss f¢orst se pd eksempel 1.1. Vi vil sammenligne fordelingen
etter arbeidstidskategori for lgnnstakere med og uten yrkesutdanning.
Vi regner ut den relative hyppighet av & vare i kategorien i = 1,2 og 3,
serskilt for dem med yrkesutdanning, dvs. 121/752 = 0.161 osv., og dem
uten, dvs. 82/568 = 0.144 osv., samt den marginale fordelingen, og setter

disse opp 1 tabell 2.2.a.
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Tabell 2.2.a. Fordeling etter arbeidstidsordning sarskilt for l¢nns-

takere med og uten yrkesutdanning, samt marginalt.

Betingede fordelinger Marginal fordeling
y i x: Med Uten

j=1 2
Skift 1 0.161 0.144 0.154
Natt | 2 ! 0.025 | 0.011 0.019
Dag 3 % 0.814 0.845 0.827

!

Sum 1 1 1

Vi kan her sammenlikne den betingede hyppighetsfordelingen for dem med
yrkesutdanning med den betingede fordelingen for dem uten, samt med den
marginale. Vi ser at de tre fordelingene er noksd like. Det kan se

ut som om arbeidstidsordning er nesten uavhengig av yrkesutdanning

(bare den lille gruppen med nattskift avviker noe).

Hvis vi ser pa de betingede fordelingene etter utdanningsgruppe for
hver arbeidstidsordning, vil vi f& et liknende bilde, ''mesten-uavhengig-

heten' mellom de variable er gjensidig, jfr. tabell 2.2.b.

Tabell 2.2.b. Betinget fordeling etter yrkesutdanning for hver

arbeidstidsordning, samt marginalt.

y i x: Med Uten Sum
1 =1 2
Betingede 1 0.60 0.40 1
forde- 2 0.76 0.24 1
linger 3 0.56 0.44 1
Marginal
fordeling 0.57 0.43 1
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n..
1]

De betingede hyppighetene for gruppe i, gitt j, er —.
n,
I den teoretiske modellen trenger vi en mer presis definisjon av
uavhengighetsbegrepet. Pd analog mdte som hyppighetene definerer vi

de betingede sannsynlighetene for i, gitt j, som

P(kategori i for y|gitt kategori j for x) = pi’j = 5. for 1

Her betyr P(...) sannsynligheten for innholdet i parentesen.
Vi har da at summen av alle de betingede sannsynlighetene i kolonne

j er lik 1, dvs.

P,. * P,. * P,-
1] 2] 33
Pii: * Poy: +t Pal: = = = 1.
1 " P25 7 P3l3 P, ;
Dette gjelder sarskilt for j = 1, for j = 2 og for hgyere verdier av j

nar det er flere kolonner. Vi ser at dette er helt analogt med det

vi far for betingede relative hyppigheter, som i tabell 2.2.a.

Stgrrelsene p1|j og p3ij angir den betingede sannsynlighets—

fordelingen for y gitt kategori j for x.

Setning 2.2.3.

Vi sier at x og y er stokastisk uavhengige nar alle de betingede

sannsynlighetsfordelingene for y gitt x-kategoriene er like, og lik

den marginale

1«

Py = pill = p.i, (= eventuelle flere pilj) for 1 = 1,2,3 osv.

Vi ser at ndr dette er oppfylt, dvs. ndr vi har

_Pi2
P,y Py

Piys» S €T Pyg = Piye Puyo

0% Py = P;yt Puy for alle 1i.

P4

Vi har da pij =p p+j for alle (i,j) i tabellen, dvs. at

1+ —

sannsynligheten for kowbiunasjonen (i,j) er 1lik produktet av de to
marginale sannsynlighetene i linje i og kolomne j. Dette er multi-

plikasjonssetningen for variable som er stokastisk uavhengige av

hverandre.
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Nir setning 2.2.3 gjelder, s blir ogsd@ de betingede sannsynlig-
hetene for hver j-kategori for x, gitt en viss i-kategori for y, like

store og lik den marginale p+j:

P.. P..P,:
P(j for x|gitt i for y) =p.,. = ER R p.. for alle j,
ili g, P +3

og for hver i.

Det er denne spesielle strukturen i pij—tabellen vi tester ndr vi
unders¢ker om vadre data tyder pad stokastisk uavhengighet mellom de

variable 1 toveis—tabellen.
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2.2.4. Kryssproduktforholdet i em 2 x 2 —tabell

For en 2 x 2 —tabell betyr alts& uavhengighet at vi har

P11 7 P1aPyrs P12 T PryPigs Pop T PpyPyys 08 Py T PpuPupe

Det er nok at vi vet at én av likhetene holder, da gjelder ogsa de ¢vrige.
Vi ser f.eks. at likheten holder for Py slik:

Vi vet at P, = Hvis na Pi; = P14Pyg sa er

P11 7 Prp-
Pip = Ppe T P11 T Pry T PPy T P (1 TPy T PyLPy

Dette viser videre at

Pi1 _ Par (_ Pa1) (2.2.4a)

Plg Pap \ P/’

og at det sdkalte kryssproduktforholdet, o, er lik 1, dvs.

Py,P '
o = 11722 (2.2.4b)

P1oPy1

ved uavhengighet. Det omvendte gjelder ogsd: a=1 medfgrer uavhengighet.

Det er vanlig & bruke o som et mdl for graden av avhengighet i en 2x2-

tabell, se avsnitt 14.4.
For vilkarlig i og j i en IxJ-tabell kan vi se pa f.eks.

p..p
g e 5 (2.2.4¢)

13 pygPr;
Ved uavhengighet finner vi

_ Pi+PeiPreby )

3 PPy gPIPLj

ogsd her. Valget av "hj¢rnet'" (I,J) som sammenlikningsbasis er ofte

brukt. Vi kan selvsagt ogsa se pa f.eks.

P::Pusvsn
Qe vy = — =1 (2.2.4d)
1351°] Pijvinj

for hvert valg av (i'j'").



2.2.5. Treveistabeller

Vi bruker helt tilsvarende symboler og terminologi ndr vi har flere

variable i problemet, det blir like mange fotindekser pd n og p som Vi

har variable.
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Med tre variable, y, x og z, der

y har kategoriene 1,2,...,1i,..

1,2,..

x "

z "

"

har vi antallene n..

1jk

i tabellen.

Tabell 2.2.c gir en treveisgruppering av data for 1977-78 fra Byradets
= 239, n

fritidsundersokelse.

1322

Tabell 2.2.c Treveistabell der n..

= 163,..

M1

esdsee

1,2,...,k,..,K

Her altsd n

=72,

R o |

111
722

1jk

=52, n
= 39.

112

= 46, 097

122

og sannsynlighetene pijk for kombinasjonen (i, j, k)

= 249,...

er tallet pa personer gruppert etter

antall helgeturer (i), adgang/ikke adgang til fritidshus (j)

og kjenn (k).

Adgang til fritidshus

Tall pa helgeturer i |Ja, j=1 Sum Nei, j=2 Sum Sum ’
Menn  Kvinner | gyerk| Menn  Kvinner| over k | over j og k
k=1 k=2 Ny k=1 k=2 no,, n, L
0 1 52 46 98 239 249 488 586
1 -2 2 45 39 84 141 158 299 383
3 -5 3 68 78 146 141 163 304 450
6 -9 4 51 53 104 80 86 166 270
10 -14 5 58 56 114 44 53 97 211
15 -19 6 42 26 68 29 31 60 128
20 - 7 72 74 146 51 39 90 236
Sum over i 388 372 760 725 779 1504 2264
"1 M412 RS Pe21 Me22 M2+ Pyas™0
Sum over 1 og j LU 1113 T2 = 1151 2264
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Vi far flere sett av marginaler som kan defineres etter tur som

K J I

n.., = X nN..,, n. = ¥ n s n =2 n, = n,

ij+ k=1 1k 1++ j=1 ij+ +++ i=1 i++

I I K

n,.. = X n..,6 , n. = X n.. = X n . , 08SV.

koo Hk T o MY gy TIK

Vi har f.eks. ny1e" 52 + 46 = 98, 0y, T 98 + 488 = 586,
N iy = 46 + 39 + 78 + 53 + 56 + 26 + 74 = 372, n . = 388 + 372 = 760, osv.

+1

lilsvarende definerer vi pij+’ Piyer Pryys p+jk 0

av pijk-verdlene. Summen av alle pijk’ altsa P,,, €T lik 1.

sv. ved summering

2.2.6. Flerveistabeller med mange variable

For et vilkarlig antall variable, f.eks. m stykker, skal vi skrive tallet

pa .telleenheter i en "rute'", dvs. for variabelkombinasjonen (i,j,...,g) som

. der i gar fra 1 til I

i1 il g

Den tilsvarende sannsynligheten kalles

Pij...g

De ulike marginaler fremkommer ved summering, som ovenfor. Vi
setter + pa fotindeksplassen for den variable vi har summert over.

(I mange tekster blir O eller - brukt 1 dette ¢yemed.)
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2.2.7. Sannsynlighetsmodeller, tellevariable

Sannsynlighetene pij i tabell 2.1.b, respektive samlingen av alle
sannsynlighetene pij...g ienlIxJx ....x G-tabell, angir sannsynlig-
hetene for de mulige utfallene av &n observasjon. Men de betyr ogsa at
det gjelder visse sannsynligheter for de ulike, mulige verdiene p& tallene
nij’ resp. nij...g' Hvert av disse kan jo i prinsippet vere lik et av
tallene mellom 0 og n, med en viss sannsynlighet for hver verdi. Dessuten
vil enhver mulig kombinasjon av tall for hele tabellen ha en viss
sannsynlighet for & forekomme. Vi md se pd hvert av tallene n. . " som
en verdi av en stokastisk variabel. For & sondre mellom disse variablene

og de kategoriske variable i tabellen skal vi kalle n. . for tellevariable

(om ng¢dvendig) og bruke nij g som symbol ogsd for den variable, ikke
bare for tallet. Hver tellevariabel kan altsd anta verdiene 0,1,2,....,n,

men slik at summen av alle sammen alltid er lik n.

Samlingen av sannsynlighetene for alle de mulige verdikombinasjonene

av de tellevariable i et problem utgj¢r den simultane sannsynlighets-

fordelingen for de 1J, resp. IJ....G tellevariablene (nij eller nij.. )
vi har i tabellen.

En slik simultan sannsynlighetsfordeling kan spesifiseres (bortsett
fra ukjente parametre) ndr vi vet, dvs. kan postulere, hvordan observa-
sjonene er fremkommet og nar pij...g—tabellen betraktes som gitt (den
behgpver ikke vare kjent). Vi skal se pd de vanligst forekommende til-
fellene.

En multinomisk fordeling (app. 'B5 ) fir vi ndr observasjonene

for de enkelte telleenhetene kan antas & vare stokastisk uavhengige

av hverandre, samme pij g—tabell gjelder for hver telleenhet og

totaltallet n er gitt pd forhdnd. Siden n er gitt, vil alltid én av

de IJ....G tellevariablene vare lik differensen mellom n og summen av

de ¢vrige (LJ ...G-1) tellevariablene. Fordelingen har derfor (1J...G-1)
dimensjoner (variable) nar alle Pij -8 > 0. For eksemplet 1.1 har vi en
(3 x 2 ~-1) =5 dimensjonal fordeling. Selv om n ikke er gitt pd& forhénd,
f.eks. pd grunn av frafall, sd vil vi ofte kunne regne som om n er gitt.
Det viktige er den stokastiske uavhengigheten fra telleenhet til telle-
enhet, og samme pij...g—tabell. v

Dette gjelder ogsd ndr vi har Poisson-fordelte variable (app. B 7),

dvs. at betingelsene ovenfor er oppfylt, bortsett fra at n er en stokastisk
variabel, jfr. eksemplet med antall biler i en trafikktelling i avsnitt 1.3.

Den kan vises at den betingede fordelingen for en gitt n, av tellevariablene
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vil vere multinomisk ogsd 1 dette tilfelle.

En flerdimensjonal (generalisert) hypergeometrisk fordeling (app.! )

kan vi ha nir observasjonene er trukket tilfeldig fra en endelig populasjon

(uten tilbakelegging). For store nok utvalg og populasjon vil tilnermingen

til en multinomisk fordeling vare god. Hvis vadr analyse dessuten gjelder mer

generelle forhold og ikke det & si noe om st¢rrelser i selve populasjonen, vil
oftest en multinomisk fordeling vare en bra modell her ogsd, jfr. avsnitt 2.1
og Thomsen [1976].

En produktmultinomisk modell (app.B 6) vil vi ha hvis vi har en kompara-

tiv tabell satt sammen av flere enveis—eller krysstabeller som er stokastisk
uavhengige av hverandre og hver har multinomisk fordeling, jfr. eksemplet i
tabell 1.2. Her vil summen av pij - (resp. pij...g) verdiene vere lik 1 for
hver enkelt deltabell.

Vi ser altsd at en multinomisk fordeling kan postuleres i mange
situasjoner. Den danner derfor‘grunnlaget for mange av de metodene som
blir brukt.

Hvis vi har strukturelle nuller i problemet, kan vi fremdeles ha multi-

nomisk fordeling, men med si mange faerre parametre (p.. ) som vi har nuller.
i

.8
Hvis Py, = 0 i tabell 2.1.b, men alle andre pij > 0, sd& vil vi ha en fordeling
i3x2-1-1-=4 variable, istedenfor i 5.

I en del tilfeller vil andre modeller vare aktuelle, det vil bli tatt

opp etter hvert.

2.2.8. Mettet og umettet modell

Vi sier at vi har en mettet modell for de variable i en kontingens-

tabell hvis vi bruker alle pij.'_g-verdiene (minus en, siden summen er 1)
til & beskrive sannsynlighetsfordelingen. Vi trenger da (IJ...G-1) parametre
for & beskrive fordelingen (eller dette tallet minus antall strukturelle

nuller). I en mettet 3 x 2-tabell trenger vi altsd 3-2 - 1 = 5 parametre.

Har vi restriksjoner pa pij-ene, f.eks. ved at flere av dem er
like, eller ved uavhengighet, jfr. setning 2.2.1, vil antall parametre
i alminnelighet vare lavere enn (IJ...G - 1). I en 3 x 2-tabell
med uavhengighet mellom X og Y trenger vi (3 - 1) + (2 -1) =2+ 1=23
parametre. Det er ofte et ¢nskemdl & beskrive fordelingen med et lite
antall parametre, det vil gjerne bety at vi har god oversikt over

problemet. Vi har da i alminnelighet en umettet modell.
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2.3, Statistiske metoder. Estimering, testing, prediksjon

La oss g& ut fra at vi har formulert en stokastisk modell for
vart problem, slik at vi kan se pd data som observasjoner av variable
med en viss sannsynlighetsfordeling. Da kan "tolkingen av data i
relasjon til problemet" omformes til sp¢rsmdl om hva vi kan slutte
om sannsynlighetsfordelingen ut fra data eller om hvilke restrik-
sjoner pa parametrene som er forenelige med data. Vi kan ha ulike
spprsmilsstillinger, bl.a. ut fra hvor mye vi t¢r si pd forhdnd
om fordelingen.

Vi viser til lzrebgkene pd litteraturlisten ndr det gjelder
en systematisk innf¢ring i statistisk metodelare. Her skal vi bare

kort omtale noen av de vanligste metodene.

2.3.1. Estimering

Vi er ofte interessert i st¢rrelsen av sannsynligheter eller
andre parametre i en fordeling, og vil estimere dem ut fra data.
Vi b¢r da vite litt om estimeringsmetoder. Dette kan vi ogsd trenge
ved hypotesepr¢ving. Vi skal skissere noen metoder her.
Kanskje ¢nsker vi & estimere pij-verdiene i en krysstabell.

For en mettet modell vil det ligge nar & bruke de relative hyppighetene

N n- .
= _—~1J 1 = 1 =
i = for i =1,2 og ] 1,2 (2.3.1a)
Ut fra dette md vi sette
A 1+ A "o+
p1+= _._—_n s p2+ = __-_-.n OSV. (2.3-].-b)

Alle de estimeringsmetodene vi omtaler nedenfor vil gi oss dette
resultatet, men slik er det ikke i alminnelighet. For en umettet modell,
dvs. at vi har lagt restriksjoner p& p-ene, f.eks. om uavhengighet,

er det ikke si liketil & se direkte hvordan vi b¢r estimere. Vi skal

derfor kort omtale noen vanlige estimeringsmetoder.
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~ %
Vi bruker symboler som @, © o.l. for estimat (estimatorer) for
en parameter O. En estimator er en funksjon av de observerbare variable.

Et estimat far vi ved 4 sette inn de observerte tallene i denne.

Minste kvadraters metode. Vi uttrykker forventningen av de variable

vi har observert, ved parametrene, f.eks. en forventning av nij lik npij'
~
Som estimater, pij’ velger vi de verdiene som minimerer kvadratsummen av
ey

differensene mellom n.. og np.., altsd
ij 1]

% J ~ 2
) (n.. - np..) ,
i=1 j=1 M 1
for de gitte n,.-verdier og med Z p.. = 1.
ij iy i

For en mettet modell far vi l¢sningen (2.3.1), altsd de relative hyppighetene.
For en umettet modell vil pij vare funksjoner pij(@l,ez,...), av et lavere

antall parametre, @1,92, osv. Vi mad da finne de verdiene'el,@2 0sSV. som minimerer

~ A 2

g Jz<nij - npij<el,®2,...>> ,

for gitte nij—verdier, under betingelsen at summen av alle de estimerte

pij-verdiene er 1.

Sannsynlighetsmaksimeringsmetoden

(forkortet ML etter engelsk: Maximum Likelihood) er meget brukt i kryss-—
tabellestimering. For en 2 x 2 krysstabell med multinomisk fordeling
er sannsynlighetsfunksjonen for de tellevariable en funksjon av nij

og pij med bibetingelsene

=1 og n,, +n,,+n,,+n, =n

P1p T Pyp * Pyp * Py 11 12 T M3t Py

Uttrykket for sannsynlighetsfunksjonen stdr i appendiks B formel (B 5.2).
ML-metoden gdr ut pad & finne de verdiene av p—ene som gj¢r funksjons-
verdien st¢rst mulig ndr vi har satt inn de observerte nij—verdiene.
Uten restriksjoner pd p-ene, dvs. for en mettet modell, blir l¢sningen igjen
(2.3.1.a). Av dette fglger ;1+ = E%i osV.

Hvis vi har restriksjoner, f.eks. om uavhengighet mellom arbeidstids—
ordning og yrkesutdanning, blir resultatet et annet. Uavhengighet betyr

f.eks. at
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P11 7 P1s Pyp2 P1o 7 Pry Py Ppy 7 Poy Pyg OB Ppp T Poy Pype

se setning 2.2.1.
Ved & sette inn dette i sannsynlighetsfunksjonen for de tellevariable

og trekke sammen far vi en funksjon av n, , n, , n og n_ samt av

1+7 72+ T+1 2
P14s Poys Py O8 Puys> se (B 5.3) i appendiks B, ML-metoden gir i
dette tilfelle

A n

Ppy

n n ~ n

= 1+ - =

2+ 7 o+l

P2+ T Pe1 T T Pap n’

.,.

dvs. vi fir her l¢sningene (2.3.1.b) direkte. For a oppfylle restrik-

sjonene md vi sette estimatene for pij lik

% * %
p oM 1op e Te2op _Toe a1
11 n n’> 12 n = n’ 21 n n &
p22 n n

altsd forskjellig fra (2.3.1.a).

Andre restriksjoner kan gi andre resultater. I mange tilfeller,
is@r med store flerveistabeller og mange mulige former
for restriksjoner, kan vi ikke finne ML-lg¢sningene direkte som ovenfor,
men md rent numerisk iterere oss frem ved skrittvise tiln@rmelser til
resultatene. Det er imidlertid vist at l¢sningene eksisterer for en rekke

aktuelle problemstillinger.

Kjikvadrat—(xz)—minimering er ogsd en metode som blir en del brukt,

bl.a. i forbindelse med kji-kvadrat—(xz—)testing, jfr. avsnitt 2.4.

Vi tar utgangspunkt i en X2—observator, f.eks.

: 2
I J (ni.-npi.)2 I J (ni.—npi.)
z = Z z i ] eller z = z z ———%r——~1——3
i=1 j=1 Pij i=1 j=1 ij

og minimerer m.h.p. de ukjente parametrene. For en mettet modell
far vi i vért eksempel resultatet (2.3.1), men for umettede modeller
far vi andre resultater.
Hvilket prinsipp vi vil bruke i en bestemt situasjon, vil avhenge av

situasjonen, noe som vil fremgd senere.
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2.3.2. Hypotesepr¢ving

Slik analyse av problemer knyttet til kontingens-—
tabeller hittil har utviklet seg, er det testing av hypoteser om
diverse avhengighets- eller uavhengighetsforhold som har fatt st¢rst
oppmerksomhet. La oss se pa prinsippene i klassisk hypotesepr¢ving.

I en I x J krysstabell vil hypotesen om uavhengighet mellom de

to variablene (x og y) vere uttrykt ved

]
—
-
N
-
.
-
=

Pij 7 Pi+Pyj for 1 (2.3.2)
b

]
=
-
N
-
-
o

Dette er var nullhypotese. Som alternativ til denne md vi ha en

hypotese om en eller annen form for stokastisk avhengighet. Vi viser
til avsnittene 3.1 og 3.2 ndr det gjelder ulike alternativ i 2 x 2-
tabeller. Med st¢rre tabeller vil a priori spesifisering av alternativ
ofte vaere vanskeligere. Vi har noen eksempler i avsnitt 3.3 og kapittel 4.
En vanlig situasjon er & teste (2.3.2) mot det uspesifiserte .
alternativet "mettet modell', og hvis det blir forkasting, sd gar en
inn og undersgker deler av tabellen narmere. Dette kan f¢re til testing -
av hypoteser som avhenger av resultatet av den foregdende test. Vi
ser litt pa dette problemet under en egen overskrift nedenfor.
Vi skal s¢ke & f¢lge grunnprinsippene for valg av testmetode,
dvs. valg av kriterium for & forkaste nullhypotesen: Vi velger en

lav ¢vre grense, €, for sannsynligheten for & forkaste nullhypotesen

nar den er riktig, altsa for & begd en forkastingsfeil. Vi kaller

e forkastingsnivdet, eller bare nivdet, for testen. Vanlig valg av

€ er € = 0,05 eller 0,01. Samtidig ¢nsker vi en test som gir en
storre (helst stor) sannsynlighet for & forkaste nullhypotesen nar
den er gal, dvs. ndr alternativet faktisk gjelder.

Vi sier at en metode har stor teststyrke, er sterk, mot et

alternativ hvis den sist nevnte sannsynligheten er stor (for en gitt €).
I alminnelighet kan vi ikke oppnd stor teststyrke mot alle de mulige
alternativ til en nullhypotese. Men jo bedre vi klarer & spesifisere
alternativet, dvs. jo mindre klassen av alternativ er, jo ste¢rre
mulighet vil vi i alminnelighet ha for & finne en test med god test-
styrke for de alternativ som betyr noe (er spesielt forskjellige fra

nullhypotesen).

2.3.3: Prediksjon

Ikke s& sjelden skal resultatet av en statistisk analyse brukes

til "a spd om fremtiden'", dvs. til & forutsi st¢rrelsen pad en eller
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flere variable (kanskje gitt verdien av andre variable) pd et fremtidig
tidspunkt, jfr. befolkningsprognoser o.l.

Vi skal ikke gd sarlig inn pd prediksjonsmetoder her. Men vi kan nevme at
vi muligens bgr g& rett l¢s pd prediksjonsproblemet uten & estimere f¢rst.

Vi vil ogsé minne om at det ikke er sikkert at vi fir en god prediksjon
selv om vi har funnet et godt estimat 4 basere prediksjonen pa. For det f¢rste
hefter det usikkerhet (samplingfeil) ved estimatet og dessuten en vanligvis
enda st¢rre usikkerhet ved den st¢rrelsen som skal predikeres. Hvis denne
siste har et standardavvik av st¢rrelsesorden O og estimatoren har O//E_,

s2 kan standardfeilen bli (i en enkel mddeil) OV“EEL > og. S& vi b¢r ikke bli

altfor skuffet om prognosen sldr darlig til. Se f.eks. kap. 15.5 i A II.
(I tillegg kan det hende at selve vdr prediksjon om den blir offentliggjort,
har f¢rt til endringer i folks handlemite, og derved i forutsetningene. Dette

kan medfgre at prognosen helst ikke skal sla til.)

2.3.4. Testing av flere a priori oppstilte hypoteser med samme observasjons—

materiale, multiple tester

Vi ser her pd situasjoner hvor vi har bestemt oss for & teste flere
forskjellige hypoteser ved hjelp av samme data, uten at data medvirker ved valg
av hypotesen. Hvis vi gj¢r dette ved bruk av flere enkelttester, en for hver
nullhypotese f.eks., s8 mid vi huske pi at sannsynligheten for & begd minst

@n forkastingsfeil, i alminnelighet vil vare st¢rre enn nivdet for en enkelt

test (jfr. A II, avsnitt 9.8, eller H. I, avsnitt 4).

Sett at vi har to hypoteser som begge er riktige og en test med forkastings-

nivd € (som vi kan oppnd) for hver av dem. Sannsynligheten for & forkaste
den f¢rste nir den er riktig, er €. Sannsynligheten for ikke & forkaste den
er da 1 - €. Sannsynligheten for & forkaste den andre ndr den er riktig er
e', der €' kan vare lik €, eller muligens ulik € hvis den er avhengig av den
fgrste testen. Sannsynligheten for ikke & forkaste den fg¢rste men den andre, er
da (1 - €)e'. Det vil si at sannsynligheten for minst en forkastningsieil er
e + (1 - €)€' som er st¢rre enn € (unntatt hvis €' = 0 eller € = 1).

Hvis de to testobservatorene vi bruker er stokastisk uavhengige, blir dette
e + (1L - g)e = 2 - 82, temmelig nar 2€. Ved m uavhéngige tester med samme
e fir vi tilsvarende at m € er en ¢vre skranke for sannsynligheten for & begad
minst én forkastingsfeil. For & redusere denne sannsynligheten kan vi f.eks.
bruke niva % istedenfor € for den enkelte testen.

Det kan ogsd vare andre muligheter enn & velge alle enkeltnivdene like,
vi md8 jo tenke pd teststyrken ved valg av test. Her md vi se pd det enkelte

problem for & finne lg¢sninger.
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2.3.5. Testing etter & ha "kikket pd data'. Hypoteser som avhenger av

‘utfallet av tidligere tester med de samme data

Det er mange fallgruber ved formulering av modell og hypoteser.
En av dem er at vi lar data veilede oss ved oppstilling av hypoteser,
uten at vi tar hensyn til dette ved valg av testmetode. Det er da
stor mulighet for at vi bruker galt nivad for tester e.l., jfr. eksemplet
i app. C.

En tilsvarende situasjon kommer vi i hvis vi har foretatt visse

tester 1 et materiale, og ut fra resultatet av disse bestemmer oss

for & teste andre hypoteser. Anta f.eks. at vi har brukt treveis-
tabellen 2.2.c for & teste avhengighet mellom de tre variable antall
helgeturer, adgang til fritidshus og kje¢nn, jfr. avsnitt 4.3.3.

Vi far forkastet hypotesen om uavhengighet, men finner ut at vi burde
teste om det er avhengighet mellom to av dem, mens den tredje kan
vare uavhengig av disse to. Hvordan b¢r vi nd gd& frem for a beholde
kontrollen over forkastingsnivdet ?

Dette er et generelt statistisk problem, l¢sninger for multivariable
normalt fordelte data er foresldtt bl.a. av Scheffé&, Tukey, Spj¢tvoll
m.fl. Bjg¢rnstad [B.I] og isar Sverdrup [1975 og 1978, I] har anvist
generelle l¢sninger for multinomiske situasjoner. Vi skal gi noen
eksempler i kap. 3 og 4. Poenget er her a velge en test for den
opprinnelige hypotesen som gir muligheter for ogsa & komme med utsagn
om "delhypoteser' e.l. pd et neste trinn.

Vi ser at hvis vi ikke finner l¢sninger som gir oss kontroll over
forkastingsnivdet, g§ er vi pd vei over i ren dataanalyse, der "testniva"
bare brukes som et rent formelt kriterium for & skille mellom "store"
og "smd" forskjeller, vi kan ikke lenger si noe om forskjellene er
signifikante eller ikke. Dette kan selvsagt vare utveien i en del

situasjoner.

2.3.6. Pretest—estimering

Vi har forg¢vrig det tilsvarende problem ndr vi estimerer visse
parametre etter f¢rst & ha testet hypoteser om dem. AI eksemplet foran,
under estimering etter ML -metoden, vil vi vel bruke pij = nij/n som
estimater hvis vi forkaster hypotesen om uavhengighet mellom de variable

X og y, mens vi kanskje bruker
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L3 =
PY; ., n+j/n

hvis vi ikke forkaster den. Vi b¢r faktisk se narmere pd en slik
"pre-test-estimator', som enten er lik Pij eller ij, alt etter utfallet

av testen.

2.3.7. Testing i meget store observasjonsmaterialer. Vanskeligheten

med & formulere den 'riktige' nullhypotesen.

Ettersom bruken av datamaskiner har gjort det mulig & bruke meget
store datamaterialer i analyse¢yemed, er en for alvor blitt oppmerksom
pd visse ulemper ved den gjengse miten vi hittil har brukt for & for-
mulere og teste hypoteser. Vi vil nemlig finne at ndr datamaterialet
er tilstrekkelig stort, vil wvi komme til & forkaste nesten enhver null-
hypotese. Testene fir stor styrke, ogsd mot alternativ som ligger meget
ner nullhypotesen, kanskje sd nar at de for praktiske formal kan sies
& vere jevngode med denne. For smd og middels store datamaterialer vil
sannsynligheten for 4 akseptere enhypotese som ligger 'nar'" nullhypo-
tesen vanligvis vare si liten (n@r €) nir den er riktig, at vi ikke far
akseptert den, selv om den altsd er riktig.

Nd vil jo vdr formulering av nullhypotesen ofte vare mer stringent
enn vi egentlig har dekning for. Vi setter HO: P;=P,, mens vi kanskje

mener at p, og p, er s& ner hverandre at de for vdrt formdl kan betraktes

som like.
Bjg¢rnstad [B I] foresldr en viss mite & definere "utvidet" null-
hypotese pd, og tilsvarende tester. Hans forslag er en generalisering

av fglgende:
Istedenfor a sette : HO: Py = Py

kan en sette: H: Ip; - pyl < ¢

der c er et lite valgt tall.
En annen sak er at vi slett ikke behgver & tro pa at nullhypotesen

gjelder (stringent), vi bruker den bare som et hjelpemiddel for & komme

frem til en test som kan gi oss den konklusjon at P; 08 P, er forskjellige,
og helst ogsd om Py > Pys f.eks. Sverdrup fremholder dette synspunktet

og papeker at vdre vanlige tester kan brukes ogsd i slike tilfelle.
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Goldstein [1981] har et forslag for kontingenstabeller med mange
observasjoner, som gidr ut pd & foreta testen uten at vi behgver a vite
om vi har greid & formulere '"den riktige nullhypotesen'', vi er bare
"i nerheten av'" den. Det gjelder da & bruke en test som gir fornuftig

resultat ogsd i slike situasjoner. Se kap. 10.

2.3.8. Noen statistiske termer.

I avsnittet om estimering definerte vi for bruk ved estimering: en

estimator: en funksjon av de observerbare variable. F.eks. er

n. . n.
1] oo B _ i+
ij n °8 Pis n

estimatorer ndr vi ser pd dem som funksjoner av henholdsvis n,. 0g n., .
Nir vi setter inn tall fra et gitt observasjonsmateriale, f.eks.

Pi: = 7955 = 0.3636 og p., = 7555 = 0.827...,

sd har vi funnet estimater for pij 08 P,

P4 engelsk kalles en slik funksjon av observerbare variable ofte
en "statistic'". Vi har en mer generell betegnelse p& norsk ogsd, som Vi
bruker bl.a. ved hypotesepr¢ving, nemlig en

observator: en funksjon av de observerbare variable (som ovenfor).

Ved hypotesepr¢ving trenger vi & kjenne den sannsynlighetsfordelingen
var observator har ndr nullhypotesen er riktig. Vi skal iblant bruke be-

tegnelsen

nullfordeling: fordeling av en observator ndr nullhypotesen gjelder

(eventuelt en spesifisert versjon av denne).

Videre trenger vi et navn pd de verdiene av observatoren z, som gir for-

kasting av nullhypotesen. Vi skal bruke betegnelsene

Nedre e~fraktil: Den verdien z_ som er slik at P(z < zg) = g, dvs.
at z_ er den verdien av z som er slik at sannsynligheten

er € for & f& z=z_ eller mindre nadr nullfordelingen gjelder.

Pvre e-fraktil: Den verdien z som er slik at P(z > Zl—e) = g, dvs.

l-¢ =
at det er en sannsynlighet 1lik € for & fa z=z e eller stg¢rre

nadr nullfordelingen gjelder.
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I den standardiserte normalfordelingen er

med € = 0,05 med € = 0,025
20’05 = -1,64 20’025 =-1,96
z 0,95 = 1,64 z 0,975 = 1,96

A priori betingelser

Som en fellesbetegnelse pd de forutsetninger vi gj¢r om modellen
for vire variable f¢r vi begynner 4 teste eller estimere, bruker vi
ofte betegnelsen: A priori betingelser eller forutsetninger. Eksempel:

en IxJ-tabell der alle pij > 0 og fordelingen er multinomisk.

2.4. Kji-kvadrat feyningstest og homogenitetstest, sannsynlighets-

kvotetest.

I mange problemer der vi har passelig store observasjons-
materialer med observasjoner i alle ruter, vil vi kunne bruke
en eller annen kji-kvadrat (XZ_) test. For noen av disse vil det
vere nyttig & kunne vise til velkjente tester, nemlig X2—f¢ynings—

2 . .
testen eller ¥ -homogenitetstesten. Vi skal derfor kort referere
disse testene her.

2.4.1 Xz—f¢yningstesten for fullt spesifisert nullhypotese i en

krysstabell.

For enveis-grupperte data er denne testen beskrevet 1 de
fleste larebgker i statistikk, f.eks. Lillest¢l, Hodges & Lehman,
Hellevik, A I. Har vi to- eller flerveisgrupperte data, sd er
det bare & tenke seg alle kategoriene ordnet etter hverandre i én
kolonne (istedenfor i krysstabellform) for & kunne bruke denne
testen direkte. Vi skal imidlertid sette den opp ved hjelp av vare
krysstabellsymboler (sammenlign med eksemplet nedenfor).

Vi har en T x J x ... X G-tabell og vil teste én hypotese om at

alle p-ene har gitte verdier, dvs. nullhypotesen
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e}
H
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-
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-
]

o . .
Her er alle pij kjente tall, med sum 1. Alternativet til null-

"8
hypotesen beh¢ver ikke vare godt spesifisert, vi kan ha to eller flere-

p-verdier forskjellige fra de oppgitte po—verdiene.

For en fullstendig krysstabell, der )
. . ij...g
men 1ngen andre marginaler er fastlagt, kan vi bruke observatoren

L,

pij...g -

som er summen av alle de kvadrerte avvikene mellom "observert og

forventet" antall i en rute, dividert med forventet antall, dvs.

o 2
I J G (n.. - np.. )
z =] Jeee] —B o8 (2.4.1)
i=1 j=1 g=1 . .
i=1 j=1 g "PiiL.g

Under Ho vil denne vere Xz—fordelt med (I J...G - 1) frihetsgrader

eller df (for: degrees of freedom), med god tilnarmelse nar npo—

verdiene er store nok. Vi forkaster H hvis vi ved innsetting av
vare tall i (2.4.1) far en z-verdi st¢rre eller 1lik den ¢vre
e~fraktilen i den nevnte fordelingen.

"Store" npo—verdier blir gjerne angitt som > 5. Men i store
tabeller kan en ha en del np0~verdier helt nede i 1.

Anta at vi i eksemplet i tabell 1.1 ut fra tidligere erfaring
tror at
= 0,1,

P11 7 P12 Pyy = Pyy = 0,01 0g pyy = pgy = 0,39

og vil teste denne nullhypotesen. Vi finner

+

o 132 132 13,2

o .2
% (n;5-mp; ) _ (121—132)2+ (82-132)2+ (19-13,2)°
i i3

(6-13,2)%,  (612-501,6)° , (480-501,6)° _

13,2 501,6 501,6

51,6

N& er ¢vre 5-prosentfraktil i Xz—fordelingen med 3°2 - 1 = 5 df
1ik 11.07, sd vi md forkaste HO.
EDB-program for denne testen ser ikke ut til a finnes i

SPSS—pakken. Den er imidlertid enkel & programmere.
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2.4.2 F¢yningstesten for komparative tabeller.

N&r kontingenstabellen bestdr av en rekke enveis- eller kryss-
tabeller som hver for seg har et gitt antall observasjoner og sum 1
for de tilhg¢rende p-verdiene, jfr. tabell 1.2, kan vi ogsd lage en
f¢yningstest. Anta f.eks. at vi har en I x J x K-tabell, som bestar
av K toveis krysstabeller hver med I x J ruter. Da vil vi kunne regne

ut en ny z-verdi som i (2.4.1) for hver av de K krysstabellene. Vi far en
(n,. -n, . DS )2
1jk ++k7ijk for hver k, f.eks. for k=2

N o

++k?ijk

Denne Zy vil vere xz—fordelt med (I-J-1) df under H . Sa kan vi addere alle
disse z, -ene, og far

J (n..,-n pc.). )2
y Lk ko iik L (2.4.2)
j

n o
++kpijk

Denne €< vil veare Xz—fordelt med K(IJ - 1) = KIJ - K df under HO.
Tiltross for at uttrykkene (2.4.1) og (2.4.2) kan se svart like
ut, sa@ har z og zK forskjellig fordeling fordi ZZ pzjk = 1 for hver
av toveistabellene 1 (2.4.2). 1]
Hvis tallene i tabell 1.1 var fremkommet fra ett utvalg trukket

blant personer med yrkesutdanning, og et annet trukket blant personer

uten, kan vi teste: P11 = P1p = 0,2, Py; T Pyy = 0,02 og Py; = Pgyy = 0,78.
2 2 2
.o _ (121-150,4) (19-15) (612-586,6)
Vi fimner z, = —3557 15 586,6

(82-113,6)° . (6-11,4)° , (480-443)
113,6 11,4 443

med 9,49 som er ¢vre 5 prosentfraktil for 2:2 = 4 df. Dette gir forkasting

= 22,4, som skal sammenlignes

av nullhypotesen. Vi har her valgt de samme pgj—verdiene som i (2.4.1)

for 8 understreke at resultatene faktisk blir ulike.

2 . ' .. .
2.4.3 Y -homogenitetstesten for sammenligning av flere multi-

nomiske fordelinger.

Vi vil bruke tallene i tabell 1.2 til & sammenlikne alders-

fordelingen for handelsfliten i de fire nordiske landene. N& kan
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vi jo bare regne ut de relative hyppighetene for hver aldersklasse i
hvert av landene for & se at det selvsagt er forskjell pa de fire
fordelingene. Vi er imidlertid ikke interessert i smd forskjeller som
kan betraktes som noksd tilfeldige. Vi vil vite om det er si store
forskjeller at de tyder pd en mer dyptgdende strukturell ulikhet mellom
landene ndr det gjelder f.eks. fornying av handelsfldten. Vi tenker oss
altsd at de observerte tallene dels bestemmes av strukturelle sammen-
henger som er karakteristisk for det enkelte land, og dels av mer til-

feldige hendelser.

Da kan vi velge & betrakte data fra hvert land som et utvalg
fra en "bakenforliggende'" teoretisk fordeling som er karakteristisk
for landet. S& underspker vi om data tyder pd at disse teoretiske
fordelingene er forskjellige. for de 4 landene.

Med J (4) utvalg, hvert med de samme I (7) kategoriene for den
variable x, md nullhypotesen vare at alle sannsynlighetene i hver
linje (aldersklasse) er like store, dvs. vi har

H .

o' P;j1 T Piy for 1 = 1,2,..,I,

© Pig
mot en uspesifisert klasse av alternativ, der minst to av likhets-—
tegnene ikke gjelder. Hvis vi skulle teste en spesifisert hypotese
pij = pzj, der alle pgj er kjente, ville vi bruke observatoren

(2.4.2) foran. N& bruker vi en lignende, idet vi erstatter p?. med

dens estimat under HO, nemlig den marginale relative hyppigheten for

A

linje nr. 1, altsa pij =Py, = ni+/n. Vi har da observatoren
2
J I (n.. = n . n. /n)
N T (2.4.3)
P n,. n. /n
j=1 1=1 +] i+

Det viser seg at under HO er denne asymptotisk xz—fordelt med
J(T-1)y-(I-1)) = -1)(I -1) df. I forhold til (2.4.2)
"mister" vi like mange df som vi estimerer parametre, her I - 1,
idet summen er gitt 1lik 1.

I eksempel 1.2 finner vi z, = 116, som er st¢rre enn alle

tabulerte fraktiler for Xz—ford:1ingen med (4 - 1)(7 - 1) = 18 df.
Vi m& kunne slutte at de observerte forskjellene ikke bare kan
tilskrives tilfeldigheter.

EDB-program for denne testen i toveistabeller finnes i SPSS,

CROSSTABS, punkt 16.1.2.1.
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2.4.4. Litt mer om Xz—fordelte observatorer.

Prinsippet for konstruksjon av observatorer for testing av
homogenitet skulle fremgdr av 2.4.3. En md imidlertid vdre oppmerksom
pa at bevisene for asymptotisk Xz—fordeling under nullhypotesen
forutsetter at estimatene ﬁij...g er funnet enten ved ML-estimering
eller ved Xz—minimering, jfr. avsnitt 2.3. Vi kan f.eks. ikke sette
inn g—verdier vi har funnet pd "¢yemal" e.l.

Det har ogsd vist seg at fordelingen kan avhenge av om estimer-
ingen foregdr ut fra enkeltobservasjoner eller fra de grupperte
observasjonene i tabellen, se Albricht[1980]. (& bruke enkeltobserva-
sjoner er n&rliggende hvis en estimerer et lite antall parametre,
@1,©2,... som sd de enkelte Sij...g er funksjoner av). Vi skal regne
med grupperte observasjoner i Xz—testene.

I visse tilfeller bruker en observatorer som avviker fra dem vi
har definert foran, ved at de observerte istedenfor ''de beregnede"

n. . -verdiene er satt inn 1 nevnerne. Istedenfor

ij...g
/n)2

- n+jni+

(2.4.4)

(n.
(2.4.3) bruker vi z = ZZ 1]
1] 1]

o.l.
Den asymptotiske fordelingen for (2.4.4) er den samme som for (2.4.3)

I Fienberg [1979] finnes en oversikt over bruk og egenskaper for
en del Xz—observatorer, der ogsd problemet med "tynt besatte' ruter er
tatt opp.

Vi skal foresla alternative tester til de vanlige Xz—testene for

en del problemstillinger.

2.4.5. Yates' korreksjon

De forskjellige z-observatorene vi har nevnt, er diskrete variable,
mens xz—fordelingen er kontinuerlig. Fordi vi approksimerer en diskret
fordeling med en kontinuerlig, kan forskjellen mellom eksakt og til-
nermet fordeling bli stor ndr det er smd tall i tabellen. Istedenfor

tellerne i bre¢kene i (2.4.1) setter vi da inn

o) 2
.. -np. . -0,5 (2.4.6)
(lnlj..g nle...gI )
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og tilsvarende for de ¢vrige observatorer. Vi ser at nevnerne npo i
(2.4.1) skal vare ganske smd f¢r den sdkalte Yates' korreksjon betyr
noe for z-verdien.

I eksemplet i 2.4.1 vil vi fa en KOTT 49,9 istedenfor den funne
z = 51,6. Over halvdelen av forskjellen skyldes her leddene med 13,2 i

nevneren.

2.4.6. Sannsynlighetskvotetest, LL-test (log likelihood ratio-test)

I problemer der de alternative hypotesene bare er delvis spesifiserte,
mens vi kjenner uttrykket for den simultane sannsynlighetsfunksjonen for
de observerbare variable, kan vi utlede tester ved hjelp av den sdkalte
sannsynlighetskvotemetoden (Likelihood ratio method), se f.eks.HI,AlI,
avsnitt 9.6 og 14.3, eller Fienberg 1978, eller BFH.

Vi kan begynne med en observator, g, som er forholdstallet mellom den
st¢rste verdien sannsynlighetsfunksjonen kan anta under de a priori
betingelser, og den st¢rste verdien den kan anta under nullhypotesen. Vi
vil forkaste nullﬁypotesen hvis q blir tilstrekkelig stor for vare data.

For & slippe & utlede nullfordelingen for q, ser vi isteden pd observatoren

zp = 2 log q,
der log stdr for naturlig logaritme. Det kan nemlig vises at denne z, er
tilnermet Xz—fordelt under nullhypotesen, med df lik det antall parametre
som fastsettes av nullhypotesen.

For vart eksempel i 2.4.3, vil vi finne

J
z. =2 Z nij(log(ni+n+j/n) - log ni.),

i=1j=1 J

| D14

som er asymptotisk xz—fordelt med (I-1)(J-1) df. Dette er samme antall
df som testen i 2.4.3, og resultatet av de to testene vil ligge meget
ner hverandre. For eksemplet 1 1.2 finner vi 2z, = 113.

Vi skal kalle slike tester der vi bruker z_-observatorer og

L
tiln®zrmet Xz—fordeling for LL-tester (log likelihood ratio tests).

I de fleste av de tilfellene i kapitlene 3-5 der vi beskriver
Xz—tester, vil vi isteden kunne bruke sannsynlighetskvotetester hvis

vi ¢nsker det, men vi nevner ikke dette i hvert enkelt tilfelle.
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Det er isar i kapittel 6 at vi f&r bruk for sannsynlighetskvote-
testene, de brukes gjerne i forbindelse med log-linezre modeller, og

i dataprogrammene for disse.

2.5 Flerdesisjonsproblemer.

Ved hypotesepr¢ving har vi ett av to mulige utfall av en test:
i) Vi forkaster nullhypotesen, og konkluderer med at alternativet
gjelder.
ii) Vi forkaster ikke nullhypotesen, og kan ikke gi noen konklusjon.
Riktignok er vi i mange tilfeller tilbg¢yelige til & si at vi i til-
felle ii) vil godta nullhypotesen. Dette er fristende, fordi vi
oftest ikke har noen mulighet for virkelig & fa verifisert eﬁ
nullhypotese. Det md vel ogsd vare tillatt & gj¢re dette i en del
situasjoner der vi har et visst a priori belegg for at den kan

vere riktig.

Men i andre situasjoner md& vi la konklusjonen std dpen, spesielt
nadr nullhypotesen bare brukes som et hjelpemiddel, en "klarerings-
hypotese", som vi ikke egentlig tror pd, men trenger rent teknisk
for & kunne "f& frem" alternativet,jfr. avsnitt 2.3.7.

I situasjoner der vi vet for lite a priori til & kunne spesifisere
alternativene sarlig godt, vil vi kanskje ¢nske en test som kan gi et mer
nyansert bilde.

Anta at vi vil sammenligne sannsynlighetene P, 08 P, for et
visst kjennetegn i to utvalg: Vi kan da teste nullhypotesen om at de

to sannsynlighetene er like mot det alternativ at de er forskjellige, dvs.
HO: P = Py mot Py * P,
i) Hvis vi forkaster Ho’ ¢nsker vi & kunne si
: >
enten: p; > p,

eller: Py < P,
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ii) Hvis vi ikke forkaster H vil vi vanligvis ikke kunne si noe,
_— o
men det kan, som nevnt ovenfor, vare situasjoner der vi har lov

til & regne med at
p]_ = p2‘

En test av denne art, med nivd €, dvs. sannsynlighet < € for &
komme med én av pastandene under 1) selv om H0 er riktig, er den
fplgende: vi forkaster HO og  konkluderer med Py > Py nar verdien
av den observatoren vi bruker er st¢rre eller lik den gvre
e-fraktil i den nullfordelingen vi bruker. Og vi forkaster H og
konkluderer med Py < P, nar verdien er mindre eller 1lik nedre
e-fraktil i nullfordelingen. (Dette svarer altsd til en '"vanlig"
test med nivd 2¢.) Se f.eks. Sverdrup (1976) eller AA. I App. 2.
Se eksempel iii) under de f¢rste testene i avsnitt 3.1.

Denne tankegangen kan generaliseres til a gjelde flere parametre

og ulike typer av desisjoner. Se f.eks. avsnitt 3.3.1 og 3.3.2.
Det er ogsa vanlig at en etter testing av en rekke parametre setter
en del av dem (f.eks. q stykker) lik null og s& estimerer de
resterende ut fra den 'reduserte' modellen, dvs. en modell der de
forstnevnte q parametrene er null. Problemet er da & g& frem slik
at en har kontroll over nivdet for dette flerdesisjonsproblemet.

Se f.eks. avsnitt 6.5 og 7.1.

2.6 '"Ufullstendige tabeller'. Tilfeldige og strukturelle nuller.

S& lenge asymptotiske Xz—tester 0.1. var de eneste hjelpe-
midler ved analyse av samvariasjonsproblemer for kategoriske variable,
sé& ble det vanskeligheter nar en hadde D 0 i en eller flere
ruter i en tabell.

Vi mad her skille mellom to situasjoner

i) p.. > 0, mens n.. =0
ij...g ij...g
Det er bare slump at observasjoner n ngler, gj¢r vi

n st¢rre, kan vi til slutt f4 tall i alle ruter. Men det er stadig
en viss sannsynlighet for & fa nuller.
ii) p.. = 0 for en del ruter, da er ng¢dvendigvis ogsd n.,. =0

ij...g ij...g
Dette gjelder altsd kombinasjoner (i,j,...,g) som ikke kan forekomme.
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I situasjon i) har vi tilfeldige nuller. Modell og metode er

i prinsippet n¢yaktig de samme som ndr vi har tall i alle ruter. Ved bruk av

de vanlige asymptotiske metodene ma vi imidlertid ty til n¢dutveier
sd ikke ungyaktigheten blir altfor stor.

En utvei er som kjent & sld sammen kategorier, sd ingen ruter
blir tomme eller har for smd tall. En fare her er at en kan fa
ulike testresultater, avhengig av hvordan sammensldingen blir gjort.

En annen utvei er & sette inn et lite tall, f.eks. 0,5 e.l.
istedenfor null i de tomme rutene. Ogsd her kan resultatet bli
avhengig av hva en velger, jfr. Fridstré¢m [}98@]og Fienberg [1979].

"Eksakte" metoder, dvs. metoder der vi kommer frem uten & mitte
ty til tilnzrmet beregning av sannsynlighetsniva, vil vi kunne

bruke ogsd om vi har nuller i tabellen.

i1) Strukturelle nuller, dvs. pi'...g = 0 for en del ruter,
betyr at vi har et problem av en spesiell struktur, noe vi md ta
hensyn til ved valg av metode. Vi kan ikke uten videre bruke de
standardmetodene som er utviklet for fullstendige tabeller.

Det er gjort en del arbeid med & formulere problemet slik
at en kan bruke metoder som er analoge med de tiln®rmede testene
vi bruker for fullstendige tabeller. Vi kommer tilbake til dette

i avsnitt 9, jfr. ogsd avsnitt 6 og 7.
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ANNEN DEL

Metoder som forutsetter a priori spesifikasjon av stokastisk modell, jfr.

avsnitt 1.4 om stokastisk inferens.

De fleste av metodene her er vel kjente og finnes i elementare larebgker.
Vi skal imidlertid ogsd ta med noen nyere metoder, foreslatt av Sverdrup,
Aaberge m.fl. Vi starter med toveistabeller og gdr sd over til tre- og
flerveistabeller. Vi md her huske pd at konklusjoner fra f.eks. toveis-
tabeller ikke alltid holder hvis vart problem og materiale egentlig

omfatter flere variable som b¢r anatyseres simultant.

3. TOVEISTABELLER.

Det finnes en god del metoder for analyse av problemstillinger
der tallmaterialet kan ordnes i en toveistabell. Vi starter her med
2 x 2 tabeller og gdr over til ste¢rre tabeller etter hvert. Vi skal
bruke en del gjennomgdende talleksempler, dels for & sammenligne
resultater, men ise@r for & spare plass. Det er imidlertid bare selve

tallene som gdr igjen, problemstilling og forutsetninger varierer

fra punkt til punkt.

Som 2 x 2 tabeller bruker vi et sammendrag av tabell 2.2.c, samt

et konstruert eksempel med smd@ tall, men med omtrent de samme relative

hyppigheter.
Tabell 3.1. Tall pa personer Tabell 3.2. Tall p& personer
som som
drar pa har adgang til drar pa har adgang til
helgetur fritidshus helgetur fritidshus
i Ja Nei i Ja Nei | Margi-
j=1 j=2 |Marginal - =1 2 | nal
Jga 1 662 1016 | 1678 Jga 1 7 10 | 17
Nei 2 98 488 | 586 Nei 2 1 5 6
Marginal 760 1504 2264 Marginal 8 15 23

3.1. Sammenlikning av to relative hyppigheter. Komparativ 2 x 2 tabell.

Data: Tabell 3.1 resp. 3.2
Problem (i): Vi vil unders¢ke om det er st¢rre tilbpyelighet til & dra
pé& helgetur blant dem som har fritidshus enn blant dem som

ikke har det. (Vi regner ikke med at det omvendte kan gjelde.)
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Problem (ii): Er det forskjell pd tilb¢yeligheten til & dra pd helge-
tur i de to gruppene ?
Problem (iii): Som (ii) med tilleggsspgrsmal: Hvis det er forskjell,

hvilken vei gdr den ?

Forutsetninger: Vi har trukket to tilfeldige utvalg, et pa n, = 760

(resp. 8) personer blant personer som har adgang til fritidshus, et

annet pa n, = 1504 (resp. 15) personer blant dem som ikke har det.

Vi regner med binomisk fordeling av n n

11 %8 Tyo°

P11 7 P1pe
dvs. ingen forskjell mellom tilbgyelighetene, mot det alternativ som

Vi vil teste nullhypotesen Ho:
interesserer oss, enten (i) eller (ii) eller (iii).

Alternativet, og dermed konklusjonen hvis vi fir forkasting av HO,

er altsd
> . . . .
Py Py, 1 situasjon (i), og
P11y * p;, 1 situasjon (ii).
I situasjon (iii) blir svaret ved forkasting av Ho enten

<
Ppy < Ppp ellerpy > pyo.

3.1.1. Fisher-Irwins test,

se H.I, 12.2 eller A.I, 3.6.1.

Det kan vises at vi far en god testmetode i dette tilfellet ved & regne

som om n,  er et gitt tall. Da har n, en hypergeometrisk fordeling,

gitt ved sannsynlighetsfunksjonen f(nll) nedenfor, ndr nullhypotesen er
riktig.
Dette leder oss til fglgende testmetode i de tre ulike situasjoner:

I situasjon (i) forkastet vi HO hvis vi observerer en n som er

11
stgorre eller lik ¢vre e-fraktil i denne fordelingen.

I situasjon (ii) forkaster vi Ho hvis vi enten har n mindre eller lik

nedre e/2-fraktil eller st¢rre eller lik ¢vre e/2-fraktil, Hvis det er
vanskelig & finne slike fraktiler, kan vi velge f.eks. nedre S-fraktil og
pvre (e~8)fraktil, slik at testens nivd blir €. Se eksemplet nedenfor.

I situasjon (iii) konkluderer vi med P11 < Pyg hvis ny mindre eller

- 1lik nedre e-fraktil, og med P11 > P19 hvis n,, st¢rre eller lik ¢vre

11
e-fraktil.
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I vart eksempel i tabell 3.2 kan vi regne ut sannsynlighetene
fra de to "halene" i fordelingen; i det vi merker oss den laveste
verdien n,, kan ha er, 2 og den st¢rste er 8 ndr alle marginalene er

11
gitt som 1 tabellen. Vi finner for nedre hale:

P(n11 <2 IHO) = 0.0003 mens P(n11 < 3| HO) = 0.08
Fra ¢vre hale finner vi
2 = =
P(n;, 28 |Ho) 0.0496 og P(n,; 2 718,) = 0.2
Med nivd € = 0.05 kan vi forkaste nullhypotesen hvis vi far n, = 8
ved alternativ (i) eller (iii). Ved alternativ (ii) kan vi forkaste
hvis vi fér ng = 2 eller 8.. Vi har funnet n,, = 7, og kan derfor ikke

forkaste nullhypotesen i noe av de tre tilfellene.

SPSS-programmet CROSSTABS bruker denne testen for & teste uavhengig-
het 1 en 2 x 2 tabell ndr n < 21. (Testen for uavhengighet i dette

programmet svarer til testen i situasjon (ii) ovenfor, jfr. avsnitt
3.2.1).

Sannsynlighetsfunksjonen vi bruker, er
n+1\ n+2\ 8 15 \
, - (“11/(“12} ) (“11}(17"“11/
n \ 23\
(10) ()

I Biometrika Tables for Statisticians finnes tabeller for F.I-testen

f(n

11

for n < 50. Det eksisterer ogsd spesielle tabeller over den hypergeometriske

fordeling.
Detite er hjelpemidler vi kan bruke for & regne ut de eksakte sannsynlig-

hetene i null-fordelingene.
I eksempel 3.1 er tallene sa& store at vi bruker tilnermet regning
for & bestemme fraktilene fordi dette er enklere, men testene er i

prinsippet de samme.

3.1.2. Tiln®rmet normaltest utnytter her at den hypergeometriske fordelingen

er tiln®zrmet normal ndr n er tilstrekkelig stor, og alle fire forvent-

ningene n+jpij (i praksis alle nij) > 5. Se henvisningene ovenfor
eller H.I, avsnitt 3 om slik testing.
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Vi regner ut den standardiserte differensen d mellom 311 og 512 i de

to utvalg, altsd

4 - (“11 _ M2\ /“1+ C Mos ( 1o, 1)
n n
+1

IR/ A )

og sammenlikner resultatet med fraktilene i den standardiserte normal-
fordelingen etter samme regler som i 3.1.1.

I eksempel 3.1 finner vi d = 10.03, mens ¢vre S-prosentfraktil
er 1,64, og 2i-prosentfraktilen er 1,96. Vi far altsa forkasting av
H0 i alle tre situasjoner. Konklusjonene blir:

Situasjon (i): Det er st¢rre tilbgyelighet til & dra pa helgetur
blant dem som har adgang til fritidshus.

Situasjon (ii): det er forskjellig tilb¢yelighet i de to gruppene.

Situasjon (iii): som under (i).

Bruker vi denne tilnzrmede testen for eksempel 3.2 finner vi
d = 1,08, som vil gi samme konklusjon som vi fant under 3.1.1, nemlig
ingen forkasting av Ho'

Se 3.1.3 om korrigert d i smd utvalg. I Aa.I , 4(i) har Aaberge satt opp
en versjon av normaltesten med korreksjoner badde i teller og nevner.

Dette skal sikre st¢rre n¢yaktighet ved den tilnazrmede beregningen.
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3.1.3. xz—homogenitetstesten.

Under de samme forutsetningene om n+jpij som i 3.1.2, kan vi bruke
testen i 2.4.3, med I = 2 og J = 2. Etter sammentrekning av uttrykket
for zpy finner vi at det kan skrives

2
11%22 ~ "12%21)

n+2

n(n

Z =
h n1+ n2+ o4

som skal sammenliknes med ¢vre e-fraktil i Xz—fordelingen med 1 df.

Vi ser etter litt regning at

slik at i situasjon (ii) faller testene i 3.1.2 og 3.1.3 sammen. Vi har ogsd at
(1,96)2 = 3,84 som er ¢vre 5 prosent fraktil for z i xz—fordelingen

med én df.

h

xz—testen er ikke konstruert for spesiell bruk mot ensidig
alternativ. I dette og lignende tilfeller kan vi likevel greie & bruke
den i1 situasjon (i), resp. (iii). Vi kan nemlig konkludere med at

P > Py hvis z, > ¢vre 10 prosent fraktil 2,71 (= 1,6452) og dessuten

nlln22 - nlzn21 > 0. (Dette blir det samme som normaltesten i 3.1.2).
I dette tilfellet kan den Yates-korrigerte kji-kvadrat observatoren skrives,
jfr. avsnitt 2.4.5,

2

korr n(|n - 0,5n)

o 1122 ~ "12%1

h n1+ n2+ n+l n+2

Det er denne som regnes ut av SPSS-programmet CROSSTABS ndr n > 20
(for en 2 x 2-tabell).

For eksemplet i tabell 3.2 finner vi

2

2
_ 23(7+5 - 10-1)  _ ) .
z, = ST = 1,17 (= 1,08 , jfr. 3.1.2),

og z = 1,04.

Vi har bdde 1.04 og 1.17 mindre enn fraktilen 2,71, dvs. ingen forkasting. Dette
er rimelig, de tre testene brukt pd data i tabell 3.2 er jo i red@liteten samme

test, nemlig 3.1.1. Vi har bare brukt ulike hjelpemidler ved utregningen.
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3.2 En 2 x 2 krysstabell.

Data: tabell 3.1 resp. 3.2.

Forutsetninger i hele avsnitt 3.2: Vi har trukket ett utvalg P& n,

her 2264 (resp. 23), personer.

Multinomisk fordeling.

3.2.1 Testing av uavhengighet.

Problem: Er det avhengighet mellom det & ha adgang til fritids-
hus og det & dra pa helgetur ?

Etter det som fg¢lger av setning 2.2.1, kan det se ut som om Vi
mi teste: p.. = P, p+j for i = 1,2 og j = 1,2. Det er imidlertid nok

1]
4 teste (f.eks.)

Ho: P = Ppy P,1» idet de ¢vrige pij vil f¢lge av denne.

Alternativet er Pip * P14 Py (og tilsvarende for de ¢vrige pij)'

I fe¢lge 2.2.1 kan uavhengigheten ogsa uttrykkes ved at de to
betingede fordelingene for i, gitt henholdsvis j = 1 og j = 2, er
like, dvs. at
P11 _ P12 P21 _ P22

—= (og —— = —=, som f¢lger automatisk).
Pyl Pyo Pyl Pyo

H :
o

Hvis vi her ser pa den betingede fordelingen for n 1 gitt n, g vil den

vere binomisk med parametre pll/p+1 og n,- Tilsv;rende er n,, binomisk .fordelt.
Ved & betrakte n,, 0g 0., som gitte tall under testingen, er vi tilbake i

samme modell som i avsnitt 3.1, og kan bruke testene som er angitt der

for situasjon (ii). Det kan vises teoretisk at dette er en sa bra

l¢sning som vi kan hipe & finne. I dette tilfelle er altsd den sékalte‘xz—

uavhengighetstesten identisk med testen i avnsitt 3.1.3.

Vi kan faktisk ogsd@ teste mot mer spesielle alternativ enn bare
"avhengighet'", idet vi kan uttrykke situasjonene (i) og (iii) i 3.1
ved hjelp av de betingede sannsynligheténe og teste dem som i 3.1.
Dette kan vare mer informativt enn bare & f& konklusjonen '"avhengighet'.

Se ogsd kap. 6.
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3.2.2. Teste om pij er lik gitte tall.

Vi vil teste

]

H: p..-= p?., der p?j for i = 1,2 og j 1,2 er gitte tall.

o ij ij

2 av X2—f¢ynings—

Nar npzj > 5 er dette et spesialtilfelle med I =J
testen i 2.4.1. Men hva med smd utvalg ? Vi kan utlede tester mot gitte
alternativ, men testprosedyren vil da avhenge av alternativet. Fra

Aa.I kan en utlede lgsninger for visse typer av alternativ. Vi skal

se pd ett.

3.2.2.a. Alle utfall like sannsynlige. Vi vil teste
. = = = = 1 <

Ho' Pyq Pyy = Py Py 0,25, mot alternatlveF Pyy 0,25 og de tre

resterende sannsynlighetene lik hverandre (eller iallfall st¢rre en p,).-

Det betyr altsd at det er liten sannsynlighet for ikke & dra pa helge-
tur og ha fritidshus, men ellers er det ikke szrlige forskjeller.

Vi ser at Ho innebarer bade uavhengighet og at Piy =Py, TPy TPy = 0.5.

Betinget binomisk test.

Under H0 er fordelingen av n., binomisk, med Py = 0,25. Vi kommer til

12

at vi md forkaste H ndr n,, < nedre e-fraktil i denne fordelingen.

La oss endre data i tabell 3.2 til 24 observasjoner, med fordelingen

Med n

24 og p = 0,25 1 den binomiske fordelingen finner vi her at

P (n;, £2) =0.0398 (og (P (ny, £ 3) =0.115).

Med € 0.05 vil vi altsd forkaste HO i dette tilfelle, og konkludere

med at Py, er mindre enn de ¢vrige. Vi har jo nettopp n = 2, som skal

12
gi forkasting.
Det finnes tabeller over den binomiske fordeling for smd n, f.eks. i

Biometrika tables.
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For stor n kan vi regne med at n er tilnzrmet normalt fordelt,

12
og forkaste Ho nar
Ny, ~ 0,25 n
d = < - 1,64 for € = 0,05
/0,25 + 0,750
I vart eksempel fir vi d = - 1,90. Det skulle gi forkasting, men vi

be¢r huske pa at approksimasjonen i1 smd& utvalg kanskje ikke er god.

Beregner vi den korrigerte verdi, far vi

korr Ny, = 0,25n + 0,5
d = = - 1,60
/0,1875 o'

som ikke gir forkasting. Sammenligner vi med de binomiske sannsynlighetene

ovenfor, sa ser vi at normalapproksimasjonen er dirlig i dette tilfelle.

3.2.2.b. xz—test

Hvis vi derimot brukte x2—f¢yningstesten (vi har npzj = 24:0,25 = 6
i alle ruter), f&r vi z = 5,7, mens 5%-fraktilen for 3 df er 7,81, altsa

ikke forkasting.

Denne siste testen er ikke '"skreddersydd" for formdlet, slik den
binomiske testen ovenfor er. P& den annen side kan den binomiske
testen vare darligere hvis vi bruker den overfor andre alternativ enn

de spesifiserte.

3.2.2.c. "Ng¢dtest" for smd utvalg

Hvis vi ikke har spesifiserte alternativ, og for fa observasjoner
til & bruke Xz-testen, kan vi til n¢d forkaste nullhypotesen nar
sannsynligheten under Ho for & f4 det observerte resultat er liten.

La oss kalle denne sannsynligheten Po(obs). Den skal vare sd liten

at den samlede sannsynligheten

Po(obs) + P(tabeller med sannsynlighet < Po(obs)) <

AN
™

Vi (eller en EDB-maskin) md altsd lage en "liste" over alle de tabellene
med ulike nij—verdier som er mulige & f&4 ut med gitt n, og regne ut sann-—
synligheten for hver av dem ndr alle pzj = 0.25. S& plukker vi ut

dem som har sm@ sannsynligheter for & forekomme, og regner som angitt
ovenfor. Testen har niva €, men kan ha ddrlig teststyrke mot mange

alternativ, forsavidt er den i klasse med Xz—testen. Det finnes EDB-

program for slike tester. f.eks. i Weiss (1978).



3.2.3. Sammenlikning av to sannsynligheter

Problem: Vi vil teste om sannsynligheten for at en som drar pa
helgetur har adgang til fritidshus er st¢rre enn sannsynlig-
heten for at vedkommende ikke har det (uten & si noe om dem
som ikke drar).

Vi ma sette opp

1 )
. = = = > . E11
Ho: pyy =Py (55 Py ) mot Py 7 Py er

p p p
—li = 12 = 0,5 mot —li > 0,5.
P, Pis Py

(Vi far samme test med nﬁllhypotesen H:: Py < p12).
Her vil den betingede fordeling for nll,gittn1+, vere binomisk med

parametre n. og p]l/p1+’ som under H_ er 0,5. Vi forkaster H, hvis

+
n,, er st¢rie eller 1ik ¢vre e-fraktil i denne fordelingen. I eksempel
3.2 far vi opplagt ikke forkasting, idet vi har nyy o= 7 < 0,5 ny, = 8,5
(som er forventet verdi med p = 0,5). Vi kan finne de binomiske sann-
synlighetene v.h. av en tabell (eller regne dem ut). I store utvalg

utnytter vi at fordelingen er tilnarmet normal og forkaster HO hvis

hp T %0 g _
: > 1,645 (¢vre 5 prosent fraktil i den
0,5 vn .. . . .
’ 1+ standardiserte normalfordellngen).

o .

Kontinuitetskorreksjonen bestidr i 4 trekke fra 0,5 i telleren.
Vi kan sammenligne andre pij pa tilsvarende mite, f.eks.

P11 = Py (med n, gitt), eller Py = Py (med N, gitt) osv.

3.2.4. Symmetri om en diagonal

Problem: Er sannsynligheten for b&de & dra pa helgetur og ikke ha

fritidshus st¢rre enn for (bdde) & ha fritidshus og ikke dra?

(Det finnes bedre eksempler, se f.eks. avsnitt 8.1.1 om parvise

observasjoner).

HO: Piy ™ P9y mot Pio > p,, (eventuelt andre alternativ).

s
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Vi kommer frem til en test som er helt analog med den i 3.2.3.

Den betingede fordelingen, gitt (n12 + n21), av n,, er binomisk,

21

under H_, med parametre 0,5 og (n Vi forkaster H_ nar n

12 ¥ Doyl 21

er mindre enn e-fraktilen i denne. Jfr. .Aa. I ,avsnitt 3.2.
. ‘. <
Vi bruker samme testen for HO. Pyy S Pyy-

91 < 2) = 0,033. Med N,y = 1

I eksempel 3.2 finner vi at P(n 1

forkaster vi altsa HO.
Vi kan behandle hypotesen:

Hy: Pyp = Py

pé helt tilsvarende mdte. (Vi t¢r ikke trekke pd eksemplet lenger,

det finnes jo andre, f.eks. paneldata).

3.2.5 Fullstendig symmetri eller fullstendig parvis likhet.

En sjelden gang kan en ha et problem med

Byt Pyp = Pyp 98 Pryp = Py pot minst én forskjell

eller,

]
H): Pjp = Ppyp 08 Py = Py,

Her innebazrer HO at pyy * Py = Pyy + Pyp = 0,5
°8 Pyp T Py T Pyy * P1p = 020
dvs. at Piy =Py, = Pyy = Pyy = 0,5

N

Dette minner om eksemplet i 3.2.2, men nd har vi ikke n¢dvendigvis

P11 7 P12-

1 : —_ —_ _
HO innebarer at Pyq + Py = Pisy + Py = 0,5 =
= 0,5.

Py T Py

D =
essuten at p11 + p22 p12 + p21
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En mite & teste hypotesen H pa, er & foreta to slike symmetri-
tester som foresldtt i avsnitt 3.2.4.
For hypotesen: P11 = Pyy vil n,, vare betinget binomisk fordelt,

med parametre 0,5 og (n11 + n22). Vi forkaster hypotesen P11 = Poy

nar ny, er enten mindre enn nedre e/2-fraktil eller st¢rre enn ¢vre

g/2-fraktil i denne fordelingen.

Og hypotesen: P1y = Py forkaster vi nar n,, er enten mindre enn
nedre e/2-fraktil eller st¢rre enn ¢vre €/2-fraktil i en binomisk
fordeling med parametre 0,5 og (n12 + n21).

Selve HO forkaster vi hvis vi far forkasting ved én eller begge
disse testene.

Sannsynligheten for ikke & forkaste HO ndr den er riktig, ma

vaere (1 - 8)2, slik at sannsynligheten for & forkaste H er:
1 - (1 - 8)2 = 2¢ - 62. Vi b¢r altsd bruke ¢ = 0,025 hvis vi ¢nsker

en test med nivd (i underkant av) 0,05.
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3.2.6. Relativ symmetri.

Problem 1: Er sannsynligheten for & dra p& helgetur for en som ikke
har fritidshus mindre enn sannsynligheten for ikke & dra
for en som har fritidshus ? (Igjen ville kanskje et annet

eksempel vare bedre).

Dette minner om 3.2.4, men vi sammenlikner her de betingede sannsynlig-

hetene. Vi setter

P P P P
g .12 P P2 Pa1

P,y Py P,y Pip

. o 1
(Vi kan ogsa ha HO med ).

Det viser seg her at vi ledes til en Fisher-Irwin test igjen, med

n,, ogn,, +

+1 12 7 "

Test 1 blir: Vi skal forkaste HO hvis n,, er stor, dvs. st¢rre enn

¢vre e—fraktil i den hypergeometriske fordelingen som har sannsynlig-

gitt.

hetsfunksjon
n,, + + n

< ?2n21 21)('11n11 22)
)

/n
\

) =

£o(nyy

n+1

Se Aa. I, 3.3., s.21-24.

For store utvalg kan vi igjen bruke en tilnzrmet normaltest, med

observator

-
4 - (nlz _ M \/ (np * 1y (mgy *mpy) ( 11

. +
n n n+2 n+1/

Jfr. 3.1.2. Vi md forkaste HO ndr d er mindre enn nedre €-fraktil i
den standardiserte normalfordelingen. Aaberge har forgvrig satt opp

asymptotiske tester med kontinuitetskorreksjoner ogsd i nevnerne, se

Aa. I 4 (iii).
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Vi kunne ogsa ha formulert et
problem 2: Er sannsynligheten for ikke & ha fritidshus for en som
drar p3 helgetur mindre enn sannsynligheten for & ha fri-

tidshus for en som ikke drar ?

Vi md da sette

]
N

P
HZ: 12
° Py,

P P
1 mot "lg_< —gl-.
2+ p1+ p2+

|

o)

Vi fdr en Fisher-Irwin test som ovenfor, men nd med n, gitt ved siden

av nlz + n21.

Test 2 blir: forkast Ho n3r n er stor, dvs. ste¢rre enn ¢vre e-fraktil

21
funnet fra

(“12 * “21)(“11 * n22)
21 122

fo(n21) -

jfr. .Aa. I, 3.3., s. 21-24.

Ved & sammenligne med 3.1.1 og 3.2.1 ser vi at problemet og l¢sningen
er analoge med homogenitetstesten. Vi har bare '"byttet om" linjene
for j = 2 1 tabellen. Og ved test 2 er det dessuten linjesummene som

er gitt istedenfor kolonnesummene.

Vi kunne ogsd formulere et problem 3, som gj¢r at vi ma teste f.eks.

P P P P
g3, P2 P11 Pao

°© Py Pu Pr1 Pa2

Na er Pyq = P,y ~ Py ©8 p22 = P,y T Pyop- Setter vi dette 1nn 1

P P P P
1 -2y o 12 g 222 2L e
Pyl Pio Pi2 Pyl
alternativet
P12 P21 : : .
—= < —=—, slik at problem 3 er identisk med problem 1.
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Det finnes flere mulige problemstillinger for 2x2 tabeller, hver
av dem kan behandles spesielt.

En del av de eksemplene vi har gitt, kan ogsd behandles ved
hjelp av de log-linezre modellene og metodene i kap. 6. Dette gjelder

for store utvalg.

3.3. Toveistabeller med I linjer og to kolonner, eller med to linjer

og J kolonner.

Disse tabellene er spesialtilfeller av I x J-tabeller med I > 2
og/eller J > 2, som behandles i avsnitt 3.4. Metodene i 3.4 gjelder derfor
ogsd for 3.3. Imidlertid er det enkelte problemstillinger som er
spesielle for tabeller med 2 linjer eller kolonner, og vi kan i blant
gjore visse forenklinger. Dette gj¢r at vi vil behandle slike tabeller
sarskilt.

Som illustrasjon i dette avsnittet skal vi bl.a. bruke 3 x 2-
tabellen nr. 1.1 over utdanning og arbeidstid, idet vi tenker oss
ulike mater tallene kunne vare fremkommet p&.

Vi viser til 2.4.1 nar det gjelder & teste fullt spesifiserte

nullhypoteser mot uspesifiserte alternativ i store utvalg.

3.3.1. Komparative tabeller med to utvalg.

Forutsetninger: Vi har observert J = 2 utvalg med henholdsvis

n, (= 752) og n,, (= 568) observasjoner.
Utvalgene er stokastisk uavhengige av hverandre.

Multinomisk fordeling innen hvert utvalg.

Problem (1i): Er det forskjell mellom de to (teoretiske) fordelingene

for j =1 og for j = 2 ? I eksemplet: er arbeids-
tidsfordelingen ulik for personer med yrkesutdanning

og for personer uten yrkesutdanning ?

Nullhypotesen er at fordelingene er like, altsi Py = for

Pio
i=1,2,...,I mot et uspesifisert alternativ, der minst to av likhets-

tegnene ikke gjelder.

For stort nok utvalg, som vi har i eksemplet, kan vi bruke xz—testen
i avsnitt 2.4.3, med (I-1)(2-1) = I-1 df. I eksemplet har vi altsd

3=1 = 2df. Nar J = 2, kan observatoren skrives

2
(nn; -0 qn,,)

T
z, =%
i=1 "+1™4 2%+
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Vi finner Zh = 4,65 og kan ikke forkaste nullhypotesen, siden ¢vre
5-prosent fraktil for 2 df er 5,99. Beregningen kan utfgres med
SPSS-programmet Crosstabs, jfr. avsnitt 2.4.3.

For smd utvalg og/eller for problemer med mer spesifiserte

alternativ, b¢r vi bruke andre tester. Vi kan f.eks. ha alternativ

som:

problem (ii): Py > Py, (resp. Py > P:) for en bestemt i) uten a si

noe om de ¢vrige p-ene. I eksemplet: er sannsynligheten
for 4 arbeide dagskift st¢rre for personer med yrkesut-

danning enn for personer uten yrkesutdanning ?
Eller vi kan ha et

multippelt problem (iii): Pip < Piy 08 Py < Pyy (da er Pqp > p32).

I eksemplet: Er sannsynlighetene for h.h.vis

skiftarbeid og nattarbeid minst for personer

med yrkesutdanning ?

Mer generelt kan vi ha Piq < P; 5 for i = 1,2,...,m, der m < I og der
vi enten har P > Py for i =m+ 1,..,I, eller muligens ikke har
dette oppfylt for alle i > r. (Vi kan ogséd ha P;1 < Piy for en del

i-verdier som ikke n¢dvendigvis f¢lger etter hverandre).

For problem (ii) kan vi bruke en vanlig test for sammenlikning av

to relative hyppigheter. Vi har nemlig at n (resp. n., og n.

31 32 1l 12)
"hver er binomisk fordelt med parametre henholdsvis (p31, n+1) og

og n
(p32, n+2), (resp. (pil’ n+l) og (pi2’ n+2)). Vi skal f.eks. teste

P3p MOt P3p > Pgp-
Testen blir den som er beskrevet i 3.1.1, situasjon (i), dvs. Fisher-
Iriyins test for smd utvalg og tilnermet normaltest for ste¢rre utva1g2 se 3.1.2.

Vi finner i vart eksempel at

n n
(Eél - ~§Z>‘= -0,03
+1 42

s& vi kan ikke forkaste nullhypotesen. (Forkasting krever en tilstrekkelig

stor positiv differens.)
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For et multippelt problem (iii) kan vi velge mellom flere testmetoder.

(iii) a: Med a priori gitte hypoteser, jfr. avsnitt 2.5.4, kan vi

utfore to, (resp. m) Fisher-Irwin tester, dvs. vi tester

P11 T Pyp MOL Py < Py,

ved hjelp av n og n

11° M2° % +2°
Dessuten tester vi
Pp1 T Pyy MOL Py < Py,

ved hjelp av Dy15 Dyps My 08 1 ,, OSV.
I hver av testene bruker vi nivd €/2, resp. €/m, for & sikre oss
at sannsynligheten for & begd minst én forkastingsfeil ikke overstiger
€, jfr. avsnitt 2.3.4.
Se H.I, avsnitt 4, om et lignende problem, der alternativet er pil#piz.

I eksemplet far vi ikke forkasting ved noen av de to testene.

b) Vi kan ogsd velge forst & teste nullhypotesen som angitt under
problem (i).

Hvis vi far forkasting ved denne testen, gir vi videre og undersg¢ker om

n../n . - n../n

11" +1 12" 742
YT B N NI
ui+(n n., (n+1 + n, .,

der 21_8,1_1 er ¢vre e-fraktil i Xz—fordelingen med (I-1)df (i
eksemplet har vi 2 df). Dette gj¢r vi for i = 1,2,..,m.
(I eksemplet for i = 1 og 2). Vi kan da konkludere med pi1< Psy for de
i-verdier der ulikheten er oppfylt.

Ved denne testen vil nivdet vare €.
Se H.I, avsnitt 5, testing av kontraster. Denne testmetoden kan vi

bruke selv om vi ikke p& forhdnd har bestemt oss for hvilke Piq”

og piz—verdier vi vil sammenlikne.
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Mer spesifiserte situasjoner.

Aaberge har utledet metoder for testing mot alternativ som er
mer spesifiserte enn dem vi har i problem (iii), idet vi ogsd angir
proporsjonalitetsfaktorer mellom forholdstallene

Py Py1 Py
’ Py osv.

P12 Ppp P3p

Hvis vi f.eks. tester nullhypotesen mot alternativet

P11 _ P21 P31

9

sa skal vi forkaste nullhypotesen hvis y = n;g o+, er stgrre enn den
¢vre e—fraktilen i nullfordelingen av y, som her er den hypergeometriske

fordeling

~ng ("3 <n \

n n
_ 3+
gyln s mps myampang) =y ) (n31} fe1)

For .eksemplet i tabell 1.1 bruker vi den normale approksimasjonen

til denne fordelingen, og forkaster H0 nar

y = n;; + 10, er sd stor at
§ /n n - n3+\ . 0N, . ng, . n-n+1‘
vz \+1 n ) 1-e Y™+1 o n  n-1
der Z er ¢vre e-fraktil i standard normalfordelingen.

1-¢
I eksemplet har vi y = 121 + 19 = 130. H¢yresiden blir, med € = 0,05,

228 228 1092 . 568 _
752 355 * 1.64 ‘/952 1320 1320 1319 ~ 14l

Vi kan altsd heller ikke forkaste denne nullhypotesen. her.

Aaberges tester kan tilpasses en rekke andre situasjoner der vi
a priori kan spesifisere andre proporsjoner mellom forholdstallene.

Vi kommer tilbake til enkelte slike i avsnitt 3.4.
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3.3.2. Komparative tabeller med J > 2 binomiske utvalg.

Det finnes mange forskjellige testmetoder for de ulike situasjonene
i dette tilfellet. Vi skal bruke data fra tabell 3.3 a og b neden-

for til & illustrere tester i dette avsnittet.

Tabell 3.3.a. Personer som ikke disponerer fritidshus, fordelt etter

alder og om de var pa helgetur eller ikke i observasjons-

perioden.
Aldersgruppe

P& helge- 15 - 24 25 - 34 35 - 54 | 55 - 74 S

. . um
tur i j =1 2 3 4
Nei 1 51 74 143 220 488
Ja 2 219 T 261 291 245 1016
Sum 270 335 434 465 I 1504

Tabell 3.3.b. Konstruerte tall for et lite utvalg fordelt som i tabell

3.3.a.
Aldersgruppe nr.
Pa helge-
tur i j=1 2 3 Sum
. Nei 1 1 2 2 5
Ja 2 4 4 2 10
Sum , 5 6 4 15

Forutsetninger: Vi har observert J uavhengige utvalg, med henholdsvis

n n eeyn observasjoner. Hver av variablene n

+10 k2" +J 11° M1200
binomisk fordelt, med parametre h.h.vis (pll’ n+1), (p12’ n+2), osV.

(Vi forutsetter altsd her at tallenme i tabell 3.3.a er fremkommet pid en

n er

IN)

annen midte enn de faktisk gjorde i fritidsundersg¢kelsen.)

Problem (i). Vi vil teste om det er forskjell mellom p-ene i de

J utvalgene, dvs.: er det ulik sannsyhlighet for & dra pa helgetur

i de fire aldersgruppene ?
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Som nullhypotese setter vi

mot alternativet

P, -
1]1

flere utvalgspar.

* p1j for to eller

Test a. For store nok utvalg kan vi bruke testen 2.4.3, med I = 2

og J = J. VAar testobservator kan i dette tilfelle skrives

)2

(n nlj - nl+n+j

1+ "2+ n+j

Under HO er observatoren Xz—fordelt med (J - 1)df. Vi forkaster

HO ndr den observerte Z, er storre eller lik ¢vre e—fraktil i denne

fordelingen. "
I eksemplet i 3.3.a finner vi Zh = 86. Vi har 3 df, med ¢vre l-prosent-
fraktil 11.34.
Vi forkaster altsd nullhypotesen og konkluderer med at det er
forskjell pd sannsynlighetene.
Det blir pastatt at Xz—testen gir god approksimasjon i 2 x J
tabeller selv om forventet antall i rutene i tabellene er si lavt
som 1. Jfr. Lewontin & Felsenstein (1965).
I eksempel 3.3.b. finner vi

2 2
g = [L15-1=5s5)"  (15°2-5-6)" (15-2-5-4)° =

h 5+10-5 5-10-6 5-10+4

0.9.

Selv om vi her p.g.a. de smd utvalgene kan vare tilbgyelig til &
velge en noe st¢rre € enn vanlig, f.eks. 0,10, sd fir vi ikke for-

kasting. Den ¢vre l0-prosentfraktilen for to df er 4,61.

Nermere analyse av tabellen etter forkasting av Ho;

Vi ¢nsker ofte & undersgpke om det er spesielle (i,j)-kombinasjoner
som skiller seg ut fra de andre. Vi kan da g& videre, hvis vi har fatt
forkasting med xz—testen ovenfor, og sammenlikne to aldersgrupper f.eks. nf.

1 og 2, dvs. vi Vil teste
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Pgp T Pyy WO Py > Py

A

Vi estimerer da variansen v for Py; = Pogo ved

~ n + n n + n
v = (l/n+1 + 1/n+2) 21 22 .11 12 ,
Ny TRy Ny T oy,
og forkaster hypotesen Py = Py hvis
- Y > 1
(yy ~ PV ¥ 272y o 5 s
hvor z er ¢vre e-fraktil 1 Xz—fordelingen med (J-1) df. I vart

l-¢,J-1
forste eksempel ovenfor altsd 11,34.

. Py, = 0,779, v = 0,001096 og
0,032/0,0331 = 0,97 som er mindre enn v11,34'= 3,37. Vi fir altsd

ikke forkasting. Hvis vi p& forhdnd hadde bestemt oss for & teste

Vi finner der Pyy = 0,811

nettopp disse to p-ene, uten & se pa resultatet av andre tester, ville

vi brukt fraktilen 1,64 i normalfordelingen,

Ved & bruke zl—e,J—l isteden, sikrer vi oss at sannsynligheten vil
vare hgyst € (tilnzrmet, for stor n) for & forkaste nullhypotesen nar
den er riktig. Dette vil ogsid gjelde om vi foretar flere sammenlikninger
av p-er pad tilsvarende mdte. Ja, vi kan undersgke hvor mange sdkalte

kontraster mellom p-ene som vi ¢nsker, dvs. lineazrkombinasjoner

2 c.p.., der £ c. = 0.
i J 1] j J

Vi viser til Sverdrup (1975) og Haldorsen IQ 77/41.

° . . 2 .
b. For sma utvalg kan vi, om vi er redde for at X —testen ikke er

god nok, bruke Fisher-Irwin testen (3.1) og sammenlikne p-ene parvis.
Vi md& da bruke nivd €/m p& hver enkelt test, der m er tallet pa
tester vi utferer.

I eksempel 3.3.b. kan vi ikke forkaste noen av de tre hypotesene

p11 = Pyy> p11 = p13 eller p12 = p13 pa& noe rimelig niva med denne

testen.
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Problem (ii). Vi vil teste om det er en viss ordning av pij—verdiene

etter st¢rrelse. Vi kan f.eks. ha

Pig = ++» TPy MOE P SPpp Pzl Py

med minst &n ulikhet. Vi utelukker altsa a priori at Pir > plj for
noen r < j.

Her er det ogsd flere mulige testmetoder.

a. Vi kan sammenlikne utvalg nr. 1 og utvalg nr. J ved & teste

H' =

6 ' P11 mot

P1y P11 < P1ge

ved hjelp av n Her kan vi igjen bruke Fisher-

117 M+1 %8 Prp Tage
Irwin testen eller den tilnazrmede normaltesten som 1 3.2. Hvis

vi forkaster Hé s8 har vi samtidig forkastet Ho. Teststyrken ved denne
testen kan vare for darlig, bl.a. fordi vi ikke utnytter alle observa-
sjonene.

For data i 3.3.a fdr vi z = 7,7 og dermed forkasting ved

normaltesten (3.1.2). For data i 3.3.b. far vi ikke forkasting.

b. Vi kan sld sammen hele observasjonsmaterialet i to grupper, en

bestdende av de j f¢rste utvalgene og en av de J-j siste. Sa utf¢rer

vi den tilsvarende testen som under a, men nd ved hjelp av

(

np g, toeee g

(M 541 709 §a2 * nyp)s (Mg * 00t

Ogsd her vil forkasting av nullhypotesen innebazre forkasting av HO.

c. FIA-testen fra Amundsen og Ljg¢godt (1979 og 1981). Det er en

feil i den f¢rste artikkelen som korrigeres i den andre og som gj¢r

testen mer tungvint & bruke enn opprinnelig antatt. For forholdsvis

fa utvalg, f.eks. J 3 eller 4, med fa observasjoner, egner den seg bra.

For eksemplet i 3.3.b sammenlikner vi f¢rst utvalg 1 og 2 ved hjelp av

Fisher-Irwins test. Vi innf¢rer betegnelsene v1 = nll og v2 = n11 + n12.

S& beregner vi sannsynlighetene under Hofor 3 fa v-verdier 1lik eller
mindre enn de observerte , gitt h.h.vis Ny Ny, 0g 0y - Vi finner

P(vi £nyy) = P(vy =0) +P(vy=1) = 0,576.

11
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fra den hypergeometriske nullfordelingen for v. som her er

1

go(vllvz) =

Deretter sldr vi sammen de to f¢rste utvalgene og sammenlikner resultatet

med det siste, dvs. vi finner

< =
P(v2 < n11 + nlz) P(v

fra

Vi ser at sannsynligheten for begge resultatene , som her er lik

produktet av de to sannsynlighetene, blir

0,576 + 0,407 = 0,234.

Vi kan ikke forkaste nullhypotesen. Hadde vi isteden fatt resultatet

0,023, ville vi forkastet HO nar € = 0,05.

d. En trinnvis test er foresldtt av Bj¢rnstad I . Alle testene nedenfor

er Fisher-Irwin (eller tilnermet normal-)tester.

1. trinn. Vi begynner som i a, med 4 teste de to p-ene som Star

lengst fra hverandre, vi kan si de har avstand J-1, altsa
P11~ plj mot Py < p1j med niva €.

Hvis vi ikke kan forkaste HO, stopper vi med dette.

Hvis vi kan forkaste Ho og dermed si at Py < plj gdr vi til

2. trinn. Vi tester nd de p-ene som har avstand J-2, nemlig

(i)

samt

pll = pl(J—l) mot pll < pl(J—l) med niva €

(ii) Pip = Pyy MmOt Py, <Py med niva €
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Hvis vi ikke fdr forkasting, stopper vi. Hvis vi far
forkasting ved minst en av testene, fortsetter vi til

3. trinn.

3. trinn. Vi tester de p-ene som har avstand J-3, dvs.

. o E
. = .. m L < . £
P Pl(J-3+1) ot Py pl(J-3+1) med niva 5

for i = 1,2,3 hvis begge trinn ovenfor ga forkasting.

1 og 2.
2 og 3.

Hvis (1) ikke ga forkasting, sl¢yfer vi testene med i

Hvis (2) ikke ga forkasting, sl¢yfer vi testene med i
Vi tester alts3 ikke p-er mot hverandre ndr de ligger mellom to som ikke

gir forkasting. Slik fortsetter Vl? med testing av Py mot pl(J—4+i)
o .. o E 0 .

p& niva %.’ mot pl(J_5+i) pa niva 7, osV. sa lenge prosessen ikke

stopper opp fordi vi ikke far forkasting. Hvis vi far minst en

forkasting pd alle trinn, blir den siste testen

- 3 = < . o
(J - 1). trinpn. Test Pi; = Pyisp MOt Py < Pyjyq ©8 med niva

e/k-2, for en eller flere i-verdier, bestemt av

hvilke forkastinger vi har fdtt underveis.

Valget av de ulike nivdene skal sikre at sannsynligheten for minst
en feilaktig forkasting av nullhypotesen ikke skal overstige €.
I vart eksempel vil vi ikke f& forkasting i 1. trinn og dermed md

vi stoppe.

e. Fn test som passer for et forholdsvis glatt forlgp av p,.-rekken
+J

og som egner seg best for store utvalg, kan vi fa ved & sette
P,: = O + Bt. (+ eventuelle ledd med t%, t? e.l.),
1j ] 377

og teste B = 0 mot B > 0, ved vanlige regresjonsmetoder. Her ma vi

kunne velge noen rimelige tall t, < t, < ty <... < t; som kan gi et

visst summarisk bilde av p1j~rekken. Se f.eks. Sverdrup II.
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3.3.3. Krysstabeller med I linjer og to kolonner, eller med to

linjer og J kolonner. Testing av uavhengighet

Forutsetninger: Vi har observert ett utvalg med n observasjoner.

Multinomisk fordeling med gitt n.

Problem: Er det avhengighet mellom x og y, dvs. mellom linje-
gruppering og kolonnegruppering ? I eksemplet i tab. 1.1
er spprsmdlet altsd: er det avhengighet mellom arbeids-

tidsordning og yrkesutdanning ?

Nullhypotesen er '"'uavhengighet'. Uavhengighet betyr i f¢lge avsnitt
2.3 at pij = pi+p+j for alle (i,j)-kombinasjoner. Videre betyr det at
de betingede fordelingene for gitt x, dvs. respektive for j = 1 og

j = 2, er like, dvs. at

for i = 1,2,...,I.

Dette leder oss til samme testmetode som i 3.3.1, problem (i), dvs.
at vi for store utvalg bruker Xz—testen i 2.4.3 med (I-1)df som om

n,, ogn

1+ er gitte tall, se f.eks. A II 14.2.2.

2+
Tilsvarende har vi med to linjer og J kolonner at

R
Py, Py +j

for j = 1,2,...,J
og vi bruker Xz—testen i 2.4.3 med (J-1)df, p& samme mite som i
avsnitt 3.3.2.°

Ut fra tallene i tabell 3.3.a vil vi altsd konkludere med at det
er avhengighet mellom alder og det & dra pad helgetur (for personer som

ikke disponerer fritidshus).

Nermere analyse av tabellen etter forkasting av HO kan vi foreta pd samme

mdte som i 3.3.2, idet vi nd bruker betingede tester, gitt n+1,n+2,...n+j.
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En annen metode er foresldtt av Lancaster og Irwin, se f.eks.
Lancaster (1969), Darroch (1974). Den gar ut pd a sette opp (J-1)
uavhengige xz—fordelte observatorer, hver med 1 df, som addererer seg opp
til var Zh’ som jo har (J-1)df. Hver av addendene dannes ut fra en 2 x 2-
tabell, og de ulike 2 x 2-tabellene velges etter et bestemt mgnster som

bestemmes a priori, f.eks. slik:

2, B X:
R Y e Bl v
med z1 = N
ny 0y 0 0 (0¥ ,)
(n,.+n..)n n2 n. .(n,.+n,.) - n,.(n..+n )2
1177127713 _ 23011700 13472192

(n..+n..) med 2 0y, mp (a0 )0 g (ny+n 4n g) 7
19179273

1

osv., med addisjon av en ny kolonne ad gangen til den foregdende

forste kolonne, og til slutt

-1 ' 2

J
J-1 J-1
2  n,. n 2( \
=1 B "M i REERN T "23)
I-1 med 25y = TN
n,.n Zn,.jn, . n
§=1 ys o Myg 1+ 2+\ 1 +j) 4

Ved & ordne kolonnene pd passende mdte pd forhand kan vi f& frem
spesielle grupper vi kan vare interessert i.
. . o oL 2
Hver av gj—verdlene sammenlignes sa med ¢vre e-fraktil i yx -

fordelingen med 1 df, z og vi pastdr signifikant forskjell for

1-e,1
tabell nr. j nar Z 22 ¢ g I vart eksempel 3.3.a har vi
51 74 2 2
219 261 med 2. = 15047 (261°51-74+-219) - 0,70

270 335 | 605 488-1016-270-335-605

125 143
480 291
605 434 |1039

med z, = 17,4
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268 220
771 245
1039 465 1504

488 2
1016 med z. = 1504(245-268-220+771) = 67,9

3 488-1016-1039-465

Vi har z. + z, + z, = 86 = z
1 2 3 oh

5 prosentfraktilen 3,84 i X -fordelingen med 1 df, dvs. det er signifikante
forskjeller mellom nest eldste og de to yngste gruppene sett under ett og
mellom den eldste og de tre ¢vrige sett under ett.
(NB: Vi be¢r bruke niva €/3 .)

For smi utvalg og/eller for problemer med mer spesifiserte alternativ
b¢r vi som vanlig pre¢ve & finne bedre tester.

Noen av metodene i 3.3.1 og i 3.3.2 kan brukes ogsa her,

nd som betingede tester.

Vi kan ha problemer som kan uttrykkes som problem (ii) eller (iii)

i 3.3.1, men nd med betingede sannsynligheter. Vi kan f.eks. ha:

problem (ii): _il > ‘E;Z for en gitt i,
+1 p+2
eller
) .
problem (iii): —%l-< Elz for i = 1,2,...,m der m < I.
+1 Pyo

Vi kan foreta parvise sammenlikninger i (2 x J)-tabellen, slik som

i 3.3.2.b, nd med de betingede sannsynligheter, og vi kan teste mot

P P
alternativet -—ll < —13 < .o <p.,
P17 Py 1

Det er ogsd mulighet for & teste mot visse typer av spesifiserte

A

slik som angitt for 3.3.2, problem (ii).

alternativ ved Aaberges metoder eller ved & formulere modeller som hos

Sverdrup.

i punkt 3.3.2. Bade zy 08 Z4 er stgrre enn ¢vre
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3.4 Toveistabeller med I linjer og J kolonner

Vi skal nd se pd tabeller med I > 2 og J > 2. Vi forutsetter stadig
multinomisk fordeling.
Som eksempel skal vi bruke (tiln®rmede) tall fra fritidsundersg¢kelsen

fordelt etter kommunetype for bosted.

Tabell 3.4.a. Personer som ikke disponerer fritidshus, fordelt etter

type av bostedskommune og tallet pad helgeturer i observasjonsperioden.

Helgeturer Bostedskommunetype
Landbruk, Bland.landbr.,| Serlig sentrale. |@vrige bl.
fiske m.m.| industri m.m. | bl.tj.yting/ . |tj.yting/ Sum
industri industri
Gruppe| antall |j =1 2 3 4
1 0 122 125 137 104 488
2 1-2 71 100 78 52 4 301
3 3-5 64 83 87 67 301
4 6-9 32 52 57 29 170
5 10-14 15 24 39 14 92
6 15-19 7 18 23 12 60
7 20 og
over 10 17 37 28 92
Sum 321 419 458 306 1504

Vi minner om at metoder for analyse av problemer ved hjelp av data i

en slik tabell ogsd finnes i kapitlene 6 og 7.

3.4.1. Spesifiserte sannsynligheter under null-hypotesen, lite

spesifiserte under alternativet.Fg¢yningstester

Vi ¢nsker her & teste nullhypotesen

jast
ae]
L[}
ge]
rh
(o]
=
N
o
—
L
NN
- -
o oH

hvor pij er kjente tall.
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For krysstabeller har vi Xz—testen i avsnitt 2.4.1, med (IJ-1) frihets-

grader, jfr. det gjennomregnede eksempel der. Ifglge Lewontin< &
Felsenstein [1965] er approksimasjonen til Xz—fordelingen god selv

om forventet antall observasjoner i de enkelte ruter er sd lavt som 1.

For komparative tabeller, der kolonnesummene (eller linjesummene) er gitt,

har vi testen 1 2.4.2, med (I-1)J df. (respektive I(J-1) df.).

For tabeller med smi tall og/eller mer spesifiserte alternativ kan det

utvikles spesielle tester.

"Ngdtest". For tabeller med meget smd tall og kanskje tilfeldige
nuller, samt lite spesifiserte alternativ, kan vi bruke en test analog
med "n¢dtesten" i avsnitt 3.2.2. Vi regner ut sannsynligheten Po (obs.)
under Ho for & fa akkurat de tallene i tabellen som vi har fatt. Dessuten
regner vi ut sannsynlighetene for sa mange andre mulige tabeller (eventuelt
med de gitte marginaler), at vi er sikre pd & ha fatt med alle som har
mindre sannsynlighet for & forekomme enn den vi faktisk har fatt. Vi
forkaster nullhypotesen hvis summen av alle disse smd@ sannsynlighetene

(mindre eller lik P° (obs.)) er mindre eller lik virt valgte niva €.
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3.4.2. Sammenlikning av fordelingene for kolonner (resp. linjer) i

komparative tabeller. Homogenitetstester

Forutsetninger: Komparative tabeller med J utvalg som har h.h.vis

.,n__ observasjoner. Multinomisk fordeling

D 1> Byosee +J
innen hvert utvalg og uavhengighet mellom utvalgene.

Problem (i): Er det forskjell mellom de J (teoretiske) fordelingene ?

I eksemplet i tabell 3.4.a: Er fordelingen m.h.t. antall
turer forskjellig for personer bosatt i de 4 ulike

kommunetypene ?

En homogenitetstest for store utvalg for dette problemet er gitt i avsnitt
2.4.3.
For eksemplet finner vi

2

(n..—n+j n. /n)

7
y 1] /1+ = 41, 3.
1=1 n+j n.,/n

N3 er ¢vre 57-fraktil i Xz—fordelingen med (7-1)(4-1) = 18 df. 1ik 28,87.

Vi kan derfor konkludere med at fordelingen p& antall turer er forskjellig.

Nermere analyse av tabellen etter forkasting av nullhypotesen

Hvis vi ¢nsker det, kan vi gd videre med sammenlikning av spesielle
sannsynligheter i tabellen og det uten & miste kontrollen over sannsynlig-
hetsnivdet for den multiple testen som vi dermed bruker, jfr. avsnitt 3.3.2.

Anta at vi (gjerne etter & ha sett pa tallene i tabellen)vil undersg¢ke om
sannsynligheten for & dra p& 20 turer eller mer er st¢rre for personer i

kommunetype 3 enn i type 1. Dvs. vi tester

mot

<
P73 S Py Py3 7 Pyp-

Vi kan bruke observatoren

4 - < 73 “71> \/373“‘71 < - n734’“71) (1, 1 )
N3 0y n,3*0, n \ "3 P

+3*n+1

\
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og m& ha
d > V28,87 = 5.37

for & kunne pastéd Pyg > Pyy-
Vi finner d = 2,86 og kan ikke pdstid noe.
Vi bruker her kvadratroten av Xz—fraktilen fra homogenitetstesten
fordi vi dermed sikrer oss kontroll over nivdet. Vi kan foreta sd mange
sammenligninger av denne typen vi bare vil. Sannsynligheten vil h¢yst vare
5% for a gjore en (eller flere) forkastingsfeil. Se Sverdrup [1977]
avsnitt 2, eller H. I.
Hvis vi pd forhdnd, uten & se pd resten av problemet, hadde bestemt
oss for 4 sammenlikne disse to sannsynlighetene, ville vi brukt fraktilen 1,64

jfr. avsnitt 3.2.1 i normalfordelingen (og her fatt forkasting).

For smad utvalg og/eller mer spesifiserte alternativ, er det i en del

situasjoner mulig & utvikle spesielle tester. Dette er bl.a. gjort for
problemer der det foreligger en viss ordning av kategoriene i tabellen.

Vi kan f.eks. ha at kategoriene i forspalten er ordnet i stigende rekkefglge,
slik som i tabell 3.4.a, og sd vil vi teste om vi har en viss ordning av
p;jene etter kommunetype, f.eks. at sannsynlighetene for & dra pa fa turer
avtar fra type 1 til 4, mens sannsynlighetene for & dra pi mange turer gker

fra type 1 til 4

v

pll = p12 2 p13 = p14
Pi+1,1 = Pi+1,2 S Pi+1,3 S Pis1,4
P71 £ Pyp £ Py3 £ Py
Vi kan da f.eks. sette
7 7
p.. =0. + B.t., der z a. =1 og Z B. =0
ij i i7j i 1 fop 1

mens t. er valgte tall, f.eks. t. =1, t, =2, t_. =3, t, = 4.

1 2 3 4
Vi beh¢ver ikke tro at denne modellen er "riktig", vi bruker den for & undersoke
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om det er en viss trend 1 p-verdiene. Vi tester om pij =0 (dvs. den

samme for alle grupper) ved & teste om

Bi =0 mot Bi #0 fori-=1,2,...,7,

som 1 et vanlig regresjonsanalyseproblem. Vi kan ogsd undersgke om vi

kan konkludere med Bi < 0 eller Bi > 0.

3.4.3. Uavhengighet i krysstabeller med I linjer og J kolonner

Forutsetninger: Vi har observert ett utvalg med n observasjoner.

Multinomisk fordeling med gitt n.

Problem (i): Er det avhengighet mellom linjegruppering og kolonne-

gruppering ? I eksemplet i tabell 3.4.a: er det avhengighet
mellom type av bostedskommune og tallet pa helgeturer i

lgpet av et ar ?

Nullhypotesen kan formuleres som at alle de betingede sannsynlighetene

i en linje er like (for alle linjene), dvs.

P: P P.
H : Al iz el = _J , for ier 1,2,...,I.
° p+1 p+2 p+J
Ogsa her ledes vi til a bruke en betinget test, gitt n,q» n+2,...,n+J.

For store utvalg kan vi derfor bruke xz—testen i 2.4.3.

Vi regner ut z,  akkurat som vi gjorde i avsnitt 3.4.2, og forkaster

h

Ho hvis vi har z storre enn ¢vre e—fraktil 1 Xz—fordelingen med

h
(I - 1)(J - 1) frihetsgrader. For eksemplet i tabell 3.4.a finner vi
z, = 41,3 og md forkaste hypotesen om uavhengighet, idet ¢vre 5-prosent-
fraktil i xz-fordelingen med 18 df er 28,87.

Vi kan ogsd bruke observatoren (2.4.5) pa akkurat samme mite.

Nermere analyse av tabellen etter forkasting av uavhengighetshypotesen

kan vi foreta pa tilsvarende midte som i avsnitt 3.4.2, nd med betingede

tester.
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3.4.4. Regresjon for 4 teste monotonitet

Hvis vi kan kvantifisere kategoriene begge veier i tabellen, f.eks.
ved & gi kategoriene for antall dager "verdiene" y = 0,1,5,4 7,5, 12,17 og

25, og kommunetypene verdiene t = 1,2,3,4, sd kan vi estimere regresjonen

a + Bt

<
]

og teste om B =0 mot B > 0 (f.eks.). Her md vi igjen huske at regresjonen
bare gir et r¢fft uttrykk for den eventuelle samvariasjonen mellom de variable.
Poenget er & fa frem en stigende/avtagende tendens, men ikke & bruke

regresjonen som ''modell" for sammenhengen i andre forbindelser.

En Lancaster-Irwin test, som beskrevet i avsnitt 3.3.3,

kan gi en del informasjon.
Vi b¢r ogsa vare oppmerksom p& at de vanlige variansformlene neppe gjelder

her, fordi det er vanskelig & tenke seg samme varians for alle y-ene.

3.5. Toveistabeller med gitte marginalsannsynligheter. Iterativ skalering.

Vi skal kort nevne en problemstilling som forekommer sjelden,
men som nevnes i noen lareb¢ker, nemlig at marginalsannsynlighetene
Piys Poyse-vs Pp, 08 p+1, p+2,...p+Ji en I x J-tabell er kjente tall,
og vi ¢nsker & estimere sannsynlighetene pij i tabellen, eller teste
hypotesen om f.eks. uavhengighet.

Her kan pij estimeres ved en skrittvis beregningsmdte som kalles
iterativ skaleringsprosedyre (ISP) eller iterativ proporsjonal f¢yning

IPFP. Se Plackett [1974],avsnitt 3.4 og Fienberg [1970].

Den samme beregningsmaten kan utnyttes ved uavhengighetstesting i
problemer der ML-estimatene for pij—verdiene ikke kan angis eksplisitt.

Se f.eks. BFH, avsnittene 3.5 og 3.6.
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4. TREVEISTABELLER.

I avsnitt 2.2.5 og tabell 2.2.c (tallet pa personer gruppert
etter antall helgeturer, adgang fritidshus og etter kj¢nn) er det
gitt notasjon for og eksempel p& en treveistabell. Se ogsd tabellene
i avsnitt 4.2. nedenfor.

Bade formulering av problemstillingen og selve analysen vil
ofte vere mer komplisert ved treveisgrupperte data enn ved toveis—
tabeller, kanskje med slike unntak som nevnes 1 avsnitt 4.1.

Sondringen mellom krysstabeller og komparative tabeller gir

her flere mulige varianter enn for toveistabeller. I en ren kryss-
tabell er bare n gitt a priori, alle de tre settene med marginaler

er stokastiske. S& kan vi ha en komparativ tabell som bestdr av to

eller flere toveistabeller. Her er da antall observasjoner i hver

krysstabell gitt, f.eks. tallene n i tabell 4.2 hvis vi

+1+ ©8 Tyoy
har tatt ett utvalg for j=1, dvs. folk med adgang fritidshus, og et

annet utvalg for j=2. Endelig kan vi ha en komparativ tabell med

flere enveistabeller som sa er ordnet etter de ulike par av kjenne-

tegn for de to andre variable, f.eks. for j og k. I tabell 4.2 kan vi
ha 4 enveistabeller etter helgetur/ikke helgetur, hvis vi har

tatt 4 separate utvalg pa h.h.v. n og n, ,, personer

+117 M+12> 421
fra grupper med de 4 ulike kombinasjoner av kj¢nn og adgang fritidshus.
I dette kapitlet skal vi bare se pd noen forholdsvis enkle pro-
blemstillinger, og ellers vise til kapitlene 6 og 7. Der blir det
innf¢rt parametre som beskriver piﬂ<p5 madter som forenkler formuler-

ingen og testingen av en rekke hypoteser.

4.1. Fullt spesifisert nullhypotese

Det er angitt i avsnitt 2.4.1 hvordan vi bruker X2 foynings-

testen til & teste hypoteser av formen

o _ 1 L ..
pijk = 1% for alle kombinasjoner (i,j,k).

Med f& observasjoner og uspesifiserte alternativ kan det isteden

lages "'ngdtester' analoge med 3.2.2.c.
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Mot spesifiserte alternativ vil vi i enkelte tilfeller kunne

konstruere spesielle tester, men da b¢r alternativet ha en forholds-

vis enkel struktur.

4.2.

En 2x2x2-tabell

Den enkleste formen for en treveistabell er den som har bare

to kategorier for hver variabel. Vi har da 2x2x2

observerte antall n..
ijk

for i=1,

= 8 ruter med

2, j=1,2 og k=1,2. Den kan settes

opp pa ulike mdter, vi har her valgt varianten i tabell 4.2.a og b.

Tabell 4.2.a. Notasjon i en 2x2x2-tabell.

j=1 3=2 Sum over k Sum over
i k=1 k=2 k=1 k=2 j=1  j=2 i og k
1 P11 ™12 | P12 Mi22 s Pyos Dyt
2 To11 212 | M221 M222 o1+ Moo+ Toes
Sum
over i | ™11 ™+12 | ™21 D422 Tile M2+ v
Sum n
over 1 +1+ LION 0t
og k
Sum n n n
over i ++1 ++2 it n=n, s
0g j
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Tabell 4.2.b. Antall personer, n. gruppert etter om de har vart

jK’
pad helgetur eller ikke (i), om de har adgang fritidshus eller ikke

(j) og kjenn (k). Sammendrag fra tabell 2.2.c.

Vert pa Adgang fritidshus Sum over | Sum
helgetur Ja, j=1 Nei, j=2 k over
t Menn, k=1 Kv.,k=2 | Menn, k=1 Kv.,k=2 | j=1 j=2 j og k

Ja, i=1 . 336 326 486 530 662 1016 | 1678
Nei, i=2 52 46 239 249 98 488 586
Sum over i 388 372 725 779 760 1506 | 2264
§um over 760 : 1504 2264
io0g k
Sum over A

= = 2264
i og j 0, 1113, 0o 115} 2264
4.2.1 Komparativ tabell med sammenlikning av 2x2 enveistabeller
‘Forutsetninger: Vi har 2x2=4 uavhengige utvalg, der f.eks. D 1qs Dyqoo

n,, 08 Ny, er gitte tall.

Binomisk fordeling av n.,

innen hvert utvalg.
1k &

Problem (i): Er det forskjell mellom sannsynlighetene pijk (for & dra
pé helgetur) i de fire utvalgene, d.v.s. for de fire forskjellige
kombinasjoner av kj¢nn og adgang til fritidshus?

Vi ser at nullhypotesen

P111 T Py12 T P121 T P22

kan testes pa samme miate som ved sammenlikning av binomiske utvalg i
avsnitt 3.3.2, svarende til J=4 der, og med antall df = 3.

Med symbolene i tabell 4.2.a kan Xz—observatoren i homogenitets—

testen 3.3.2.a skrives

2

2 2
nn.. - .
D s TR EES 1
k=1 j=1 n]_++n2++n+jk
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I vart eksempel i 4.2.b far vi z, = 117,3, som er st¢rre enn 57%-

h
fraktilen 9,81 (og andre tabulerte fraktiler pd lavere niva), slik
at vi forkaster nullhypotesen.

Nermere analyse av enkeltproblemer etter forkasting av go kan

vi foreta pa tilsvarende mite som i avsnitt 3.3.2. Vi kan ¢nske a
unders¢ke om menn har st¢rre sannsynlighet for & dra pa helgetur enn
kvinner, s@rskilt for grupper med fritidshus og grupper uten, dvs.

vi tester de to hypotesene

P111 = P12 MOt Pyyp 7 Pryp
og

P121 T P122 mot

P121 ~ P19

hver for seg.

Vi forkaster den fg¢rste hypotesen hvis

2 |
/n+1+ > Vz '

p112)/‘/{1/%11+ 1/n 1-¢,3,

(®y11- +120711+721+
der ﬁllkz nllk/n+1k’ Vi finner verdien 0,41, altsd ingen signifikant
forskjell.

Den andre tester vi pa tilsvarende mite ved & skifte ut j=1 med j=2
i testobservatoren.

P4 tilsvarende mite kan vi ogsd unders¢ke om det er forskjell pd menn som
har fritidshus og menn som ikke har det, og analogt for kvinner

Ved 3 bruke /EG::;:;‘istedenfor fraktilen i1 normalfordelingen,
sikrer vi oss at nivdet for den simultane testen er € (tilnarmet),
uansett hvor mange sammenlikninger av denne typen vi foretar, jfr.
Sverdrup [1975] eller Haldorsen I, avsnitt 5.

For enkelte andre problemer vil vi kunne g& frem pd tilsvarende

midte som i avsnitt 3.3.2.

4.2.2. Komparativ tabell med sammenlikning av to toveis krysstabeller

Forutsetninger: Vi har 2 uavhengige utvalg, der f.eks. n 1 080,.,

er gitte tall, d.v.s. vi har tatt ett utvalg av menn og ett av kvinner.

Tellevariablene Bij1 €F multinomisk fordelt, det samme er N2
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Problem: Er det forskjell mellom sannsynlighetene pijl og pijZ’
d.v.s. er det forskjell pd de ulike kombinasjoner av turgding og
adgang fritidshus mellom menn og kvinner?

Vi har nullhypotesen

P1117 P12’ P121” P122° P2117 P212 ©8 Poo1” P)92

Her folger forgvrig den siste av de tre andre fordi vi har

Pi11% Pro1t Po11* Popr T 1 ©8 Priot Proot Porpt Pio2 T

Hvis vi har stort nok datamateriale og ingen bestemte alternativ,
kan vi igjen bruke homogenitetstesten 2.4.3, jfr. 3.3.1. Uttrykket

for zy kan her skrives

2 2 _ y2
z, =1 1 R R A 0 i S L
i=l j=1 n++1n++2nij+

og vi har 3 df.

Vi finner z_ = 2 i vart eksempel og kan ikke pdstd at det er
forskjell pi menn og kvinner i dette tilfelle.

Andre problemstillinger kan vi undersgke pd tilsvarende méte
som i avsnitt 3.3.1.

Se ogsd avsnitt 4.3.2.b. Der har vi en test som kan brukes i smd

utvalg hvis vi a priori kan anta at

P111/P211 = P112/P212

(I vadrt eksempel vil dette bety at det ikke er samvirkning mellom kj¢nn og

adgang fritidshus.)

4.2.3. En 2x2x2 krysstabell

Forutsetninger: Vi har ett utvalg, med n gitt. Multinomisk fordeling

av d.v.s. av 7 tellevariable, idet summen av de 8 variable er

ik’
1ik n.
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Problem (i): Er det avhengighet mellom de tre kategoriske variablene?
I eksemplet: er det avhengighet mellom tilbgyelighet til & dra pa
helgetur, kj¢nn og det & ha adgang til fritidshus?

Vi har her nullhypotesen

H for i=1,2, j=1,2,, k=1,2.

o pijk - pi++p+j+p++k
Med tilstrekkelig antall observasjoner og uten bestemte alternativ,
kan vi bruke en Xz—uavhengighetstest helt analogt med hva vi gjorde
for toveistabeller (se 3.2.1 eller 3.4.3), d.v.s. vi ledes til samme

testobservator som i en homogenitetstest. Nullhypotesen innebarer jo

at de betingede sannsynlighetene i hver linje er like, f.eks. at

P1/117 P1/127 P1/217 P1/227 Pres> OSV
Vi kan her skrive testobservatoren pa formen

2 2 2 2 _ )2
z, = ) ) n nijk ni++n+j+n++k
i=1 j=1 k=1 2.
1++ +]+ ++k

og vi forkaster nullhypotesen hvis vi finner at z, er st¢rre enn ¢vre

=100,9,

h

e-fraktil i Xz-fordelingen med 4 df. I vart eksempel finner vi z,

altsd forkasting.

Hvis vi ikke far forkastet nullhypotesen, kan vi ikke pastd at
det er noen avhengighet mellom de tre variable. Men fir vi forkasting,
kan vi som i avsnitt 3.3. eller 4.2.1, ¢nske 4 se narmere pad hvordan

avhengigheten arter seg.

4.2.3.a F¢rste ordens avhengighet

Kanskje er det bare to av de variable som er avhengige, mens den
tredje er uavhengig av disse to? D.v.s., kanskje det er avhengighet

mellom det & dra pd helgetur og det & ha adgang til fritidhus, men det
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er ikke avhengighet mellom kj¢nn og kombinasjonene av de to f¢rste.

I s fall md vi ha for alle (ij)-kombinasjoner at
ENE Pijk = PesrPij+-

Tilsvarende kan vi ha andre hypoteser, f.eks. at helgetur er

uavhengig av kombinasjonen kj¢nn/fritidshus, d.v.s.
Hy2% Pisk = Pi+sPajk

eller at fritidshus er uavhengig av helgetur/kj¢nn, d.v.s.
Ho3t Pijk 7 PajaPisk.

For & teste H ; kan vi bruke observatoren

2 2 2 (n.. - n /n)2 2 2 (nn..,-n. . .n...)
20l ) ijk Ttk TigH D) 131 M1 g
h 1i=1 j=1 k=1 n++kn+jk/n i=1 j=1

2

n..
n++ln++2 1j+

Hvis vi tester hypotesen HO1 uten fg¢rst 4 ha testet uavhengighetshypo-
tesen Ho ovenfor, sad kan vi forkaste HO1 nar zgl er mindre enn ¢vre
e-fraktil i Xz—fordelingen med 3 df, altsa 7,81. Vi ser at det gir samme
resultat som i 4.2.2. Vi finner zh=2 og kan altsd ikke si at det er
avhengighet mellom kj¢nn og kombinasjonen turgding/fritidshus. Men har vi
forst testet og forkastet Ho’ be¢r vi bruke samme fraktil som i testingene
av denne, altsd 4 df. Dermed sikrer vi oss at nivdet for kombinasjonen av
de to testene blir €. Dette kan vi ogsd gj¢re om vi foretar flere tester,
som av H02 eller H03.
4.2.3.b Annen ordens avhengighet

Et annet problem ndr vi har avhengighet mellom de tre variable, er
om avhengigheten varierer mellom de ulike kombinasjoner av variablene.
Er f.eks. avhengigheten mellom turgiding og adgang fritidshus den samme

for de to kj¢nn? Hvis ikke, vil vi gjerne vite hvor avhengigheten er

sterkest.
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Med kryssproduktforholdet som avhengighetsmdl, jfr. avsnitt
2.2.4, kan vi da unders¢ke om avhengighetsforholdet er det samme for

de to kj¢nn eller ikke. Vi tester

C P111P221  Pr12P222

°b" Py11P121  P212P122

mot f.eks. alternativt

 P111P221 | P112P222

Hlb'
P211P121  P212P122

d.v.s. om avhengighetsmidlet er st¢rre for kj¢nn 2, d.v.s. kvinner,
enn for menn.

Vi ser at hvis hypotesen H i 4.2.3.a gjelder, sd vil ogsa H

1
gjelde, men det omvendte beh¢ver ikke vare oppfylt. Vi kan vare

b

interessert i hypotesene Hob/H ogsd nar det er avhengighet mellom

1b
alle tre faktorer.

Denne problemstillingen er omtalt i avsnitt 4.6 hos Everitt, men
testmetoden er ikke skrevet ut; det vises til avsnittet om log-linezre
modeller. Problemet er ogsd tatt opp i Sverdrup I, avsnitt 8. Fe¢lger

vi hans metode i vart eksempel, finner vi nedenstdende test. Forgvrig

viser vi til kapittel 6 om log-linezre modeller.

Vi kan forkaste hypotesen Hob mot alternativet Hlb hvis vi finner

at fgolgende gjelder:

f(n) = Z(-1)1+J+k log n.., < /g'_ - ) (1/n...)
LB 1jk = l-e ., % ijk
l’J’k 1’J,k ’

der log er naturlig logaritme.

Her er 2y _¢ den ¢vre e-fraktil i Xz—fordelingen med 4 frihets-

grader hvis vi f¢rst har testet HO foran. Har vi derimot f¢rst forkastet

en nullhypotese som inneb&rer at HO er riktig, men som ikke er fullt

b
sd streng som HO, bruker vi en fraktil svarende til antall df ved
denne testen.

Har vi ikke testet noen annen hypotese f¢rst, sd skal vi velge

vz, _

,__ som ¢vre e-fraktil i den standariserte normalfordelingen. I alle
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I vart eksempel finner vi

f(n) = 0,0467

2095,4 = 2249

Vi kan ikke pdstd at det er noen forskjell for de to kj¢nn ut fra

de estimerte avhengighetsmdlene som blir
3,18 og 3,33.

Dette virker jo rimelig, i og med at resultatet av testen 1 4.2.3.a

kan tyde p& uavhengighet.

4.3. Treveistabeller med IxJxK ruter

Problemstillingene for tabeller med fler enn 2 kategorier er i
og for seg de samme som i 2x2x2-tabeller, men det er rom for flere
varianter av analysene. Vi bruker tallene i tabell 4.3.a i eksemplene

nedenfor.

Tabell 4.3.a Antall personer, nijk’ gruppert etter antall helgeturer(i),
adgang fritidshus eller ikke (j), og alder (k).

Adgang fritidshus \ !

Helgeturer Ja, j=1 Cog=2 \
An- kate- Aldersgrupper Sum over |Sum over
tall gori 15-24, 25-34, 35-54, 55-74 : k j og k

i k=1 2 3 4 1 2 3 4 [M1s Pios| Tiws
0 1 14 18 27 39 51 74 143 220 98 488 586
1-5 2 51 34 80 65 111 144 181 167 ] 230 603 833
6-9 3 18 22 35 29 38 47 48 33] 104 166 270
10-14 4 30 22 36 26 36 28 13 20| 114 97 211
15 fl. 5 42 31 92 49 34 42 49 25| 214 150 364
Sum n+jk 155 127 270 208 270 335 434 4651 760 504 2264
E:Hrlll ‘Over 1 0g 760 1504 2264

+J+

Sum over i og
Js ok 425 462 704 673 2264 2264 =
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4.3.1. Komparativ treveistabell med sammenlikning av JxK enveistabeller

Forutsetninger: Vi har JK uavhengige utvalg, der n+11,n+12,...,3iK,

"421° K er gitte tall.

Innen hvert av utvalgene, d.v.s. for hver kombinasjon av j og
k, er nijk multinomisk fordelt.
Problem: Er det forskjell mellom sannsynlighetene Pk (for & dra pa
et antall helgeturer svarende til kategori nr. i) i de JK utvalgene,
d.v.s. mellom de ulike kombinasjoner av adgang fritidshus og alders-
gruppe?

I store utvalg kan vi her teste nullhypotesen

Hyt Pi11¥ Py T Pio1™ Pioo™ Piok

T Pijgk  for i=1,2,...,I,

pa samme mite som i avsnitt 2.4.3 og 3.4.2. Forskjellen er at vi skal
sammenlikne JK utvalg istedenfor J utvalg. Homogenitetsobservatoren
kan her skrives

2

J K I /m)

. =73 (0] 317 My iPies

h j=1 k=1 i=1 D4jk%i++/D

Vi md forkaste Ho hvis vi finner en z, -verdi ste¢rre enn ¢vre e-fraktil
.2 .
i X -fordelingen med (JK-1) (I-1)df.

Med tallene i tabell 4.3.a finner vi Zh=376,5. Fraktilen for

h

(8-1)(5-1) = 28 df er 41,34 p& 5%-niviet, altsd md vi slutte av sann-
synlighetsfordelingen for antall helgeturer er ulik i de forskjellige

grupper.

En n®zrmere analyse hvis vi forkaster nullhypotesen, kan vi foreta

etter tilsvarende retningslinjer som i avsnitt 3.4.2 eller 4.2.1.

En spesiell situasjon kan vare at vi har ordnede kategorier for to

eller alle tre variable og vi ville unders¢ke om f.eks. avtar (ev. g¢ker)

P: -
med stigende j og/eller k for i=1,2... til en viss i—verdifkmens pijk—
endringen med j/k gdr i motsatt retning for hg¢yere i-verdi. Vi kan f.eks.
ha fallende sannsynlighet for mange turer ndr alderen ¢ker, og he¢yere
nivd med adgang fritidshus enn uten. For 4 uttrykke dette, kan vi velge

en enkel modell som ikke beh¢ver & vere riktig, men som kan vare en

tilnermelse til den sanne modellen, som f.eks. & sette

Pijk — % * Bydy + vyt
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her er d1=1 og d2=0 (d.v.s. ikke adgang fritidshus), mens vi velger

tk stigende med alderen. Vi kan f.eks. sette t1=20, t2=30, t4=45 og

t.=65. Ved vanlige regresjonsmetoder kan vi sd regne ut regresjonen

5

for nijk m.h.p. dj og t,, og teste hypotesene

Yi = 0 mot Yi < 0 for h¢ye i-verdier
og

Y; = 0 mot Y > 0 for lave i-verdier.

Og vi kan teste

Bi = (0 mot Bi > 0 for i-verdier st¢rre enn 1.
Vi kan vel ogsd forsgke & se pd antall helgeturer som en variabel
Y med stigende verdier, og her sette y1=0, y2=3, y3=7,5, y4=12 og

y5=20 (f.eks.) og simpelthen finne koeffisientene i regresjonen -

2
Yise =@ * bydy ¥ byry byt

Vi har tatt med ti fordi det er tenkelig at forventet antall turer
stiger med alderen i yngre aldersklasser, men avtar i eldre alders-
klasser, og dette kan vi f& frem hvis b2 er positiv og b3 negativ.
Vi kan sd teste koeffisientene til dj’ £, 08 t pd vanlig mate.

Nar vi foretar flere tester, f.eks. m stykker, sd b¢r vi bruke
et lavt sannsynlighetsnivad, f.eks. €/m, for hver enkelt test, jfr.

avsnitt 2.3.4.

4.3.2. Komparativ tabell med sammenlikning av K toveis krysstabeller

Forutsetninger: Vi har K uavhengige utvalg, der n er gitte tall

++k

for k=1,2,...,K. Tellevariablene n.., er multinomisk fordelt for hver

1jk
verdi av k, d.v.s. innen hver aldersgruppe i eksemplet.
P : j i .. ey eesPraqg?
roblem: Er det forskjell mellom gannsynllghetene lel’ leZ’ ,p1Jk
I eksemplet: har de ulike kombinasjoner av antall helgeturer og adgang

fritidshus forskjellig sannsynlighet i de ulike aldersgruppene?
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Var nullhypotese kan formuleres

= Pij2 T = Piik for alle kombinasjoner
av i og j.

Med stort nok datamateriale kan vi bruke homogenitetstesten

2.4.3, jfr. avsnitt 4.2.2. Uttrykket for zy blir na

K I J (n /n)2

. .k- n++k n. "
o L) e i
k=1 i=1 j=1 ++k

ij+

Vi forkaster Ho hvis den oberverte verdi av z, blir st¢rre enn
ovre e-fraktil i X’-fordelingen med K(I-1)(J-1)df. I virt eksempel
finner vi zh=162, mens 5%-fraktilen 1 Xz—fordelingen med
4(5-1)(2-1) = 16df er 26,30. Vi kan altsd forkaste nullhypotesen.

Nermere analyse av enkelte problemer etter at vi har forkastet
HO, kan vi foreta etter tilsvarende retningslinjer som i avsnitt 3.

Mange problemer vil vare enklere & hadndtere ved hjelp av

metodene i avsnitt 6 (eventuelt avsnitt 7), ogsd fordi vi der har

ferdige EDB-programmer.

4.3.2.b. En spesiell sammenlikning av K 2x2-tabeller.

I det spesielle tilfellet@t I = 2 og J = 2, har Sverdrup, III,

utarbeidet en test for 8 sammenligne sannsynlighetene P11k med P19k

ndr vi a priori kan anta at

P11x/Po1k = O Prok/Paok for k = 1,2,...,K.
Dette betyr at det ikke er noen "samvirkning' mellom kategorisk variabel
nr. 2 og nr. 3.

Vi kan tenke oss et eksempel analogt med det i tabell 4.3.a, men der
den fo¢rste variable har de to kategoriene helgetur/ ikke helgetur. Vi har
altsd tatt K= 4 uavhengige utvalg, ett fra hver aldersgruppe, slik at
N, e gitte tall og mener (for & illustrere denne problemstillingen 1)
at det ikke er noen samvariasjon mellom adgang fritidshus og alder.

Vi vil undersg¢ke om tilbgyeligheten til & dra pa helgetur er stg¢rre

hos personer med fritidshus enn hos dem uten. Vi tester da nullhypotesen
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H : 0 =1 (eller 8§ < 1) mot alternativet 8 > 1.

Vi vil forkaste nullhypotesen hvis n er stor, dvs. st¢rre enn

11+

¢vre e-fraktil i fordelingen av n under nullhypotesen.

11+
Denne fordelingen kan finnes ved & gd ut fra nullfordelingene av de
enkelte Ny nar 0y betraktes som gitt (slik som i avsnitt 3.1.1) for
k =1,2,...,K. Sverdrup angir en fremgangsmadte for beregningene.

4.3.3. Treveis krysstabeller. Testing av uavhengighet.

Det vanligste sp¢rsmalet en ser pa i forbindelse med treveis-
tabeller med I x J x K ruter, er om det er avhengighet mellom de tre
kategoriske variablene. Hvis en finner at dette mad vare tilfelle, gar
en ofte videre for & underspke arten av avhengighet, analogt med f.eks.

avsnitt 3.

Forutsetninger: Vi har ett utvalg med n som et gitt tall. Telle-

variablene nijk er multinomisk fordelt.

Problem: Er det avhengighet mellom de tre kategoriske variablene?
I eksemplet i tabell 4.3a.: Er det avhengighet mellom

antall helgeturer, adgang fritidshus og alder?

Nullhypotesen kan uttrykkes:

=P, p+j+ p++k for alle kombinasjoner av

i, j og k.

Igjen kan vi bruke en Xz—uavhengighetstest, analog med testen i 4.2.3,
forutsatt at vi har tilstrekkelig mange observasjoner. Unders¢kelser
tyder pa at vi kan ha helt ned i 1 observasjon (men ikke null) i en
del ruter, uten at tilnermelsen til X2~forde1ingen med IJK-I-J-K+2 df.blir
darlig.

(Tallet pd frihetsgrader fremkommer som differensen mellom antall
df. 1 en I x J x K-tabell ved testing av en fullt spesifisert null-
hypotese (p(i)jk kjent) dvs. (IJK-1), og tallet pd estimerte parametre i

marginalene, nemlig (I-1) + (J-1) + (K-1).) Var observator er
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2

2

2
I; \nijk ni++n+j+n++k/n}
k ni++n+j+n++k n

I eksemplet finner vi z, = 408,7, mens ¢vre e€-frakil i Xz—fordelingen
med 40-5-2-4+2 = 31 df. er 45,0. Vi kan altsd anta at det er en viss

avhengighet mellom de tre variablene.

Nermere analyse.

Som i avsnitt 4.2.3 kan vi ¢nske & ga videre med analyse av

avhengigheten.

4.3.3a, jfr. 4.2.3a.

01° H02 eller HO3’ om at det er avhengig-

het mellom to av de variable, mens dette paret kan vere uavhengig av den

Vi kan ha hypoteser som H

tredje. Vi kan foreta testen av H., ved hjelp av en observator som

01
231 i 4.2.3a, bare at det nd er IJK addender i summen istedenfor 2x2x2.

4.3.3b, jfr. 4.2.3b.

Annen ordens uavhengighet kan vi ogsd undersgke. Er f.eks. avhengig-
heten mellom turgding og alder den samme enten man har fritidshus eller
ikke? Og hvis ikke, hvor er den da sterkest?

P& tilsvarende mite som i 4.2.3b kan vi teste nullhypotesen

PitPrik _ PigkProx
PrikPitk  ProkPigk

Ob*

mot det alternativ vi finner relevant enten H der likhetstegnet er

1b’°

erstattet med >, eller H der tegnet er <, eller Hm)der tegnet er #*.

2b’
I virt eksempel er J = 2. Vi kan foreta testingen for en eller flere
verdier av i.
Problemstillingen, men ingen testmetode, diskuteres i avsnitt 4.6

hos Everitt, det vises til log-lineare modeller (jfr. vart avsnitt 6.5),
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Ifplge Sverdrup I , avsnitt 8, kan vi bruke f¢lgende test. Vi for-

kaster H., mot H hvis vi finner at

0b 1b
n, n n. n
£(n)=log l1an1K - log 1JanJK > é ‘/E—it;,.
Trk™i1K D1k iJK
der A2 _ 1 P R EU A I N B
ik "ok "ok "iik "ok "ok "ok MUK

Hvis vi bruker fraktilen i Xz—fordelingen med antall frihetsgrader som

ved testing av H, 1 4.3.3, altsd IJK-I-J-K+2, s& kan vi foreta testen

for s& mange komginasjoner av i og k som vi ¢nsker, og fremdeles ha =t
forkastingsnivad tilnermet lik €.

@nsker vi bare & foreta testen for noen f& (ijk)-kombinasjoner,
kan vi vanligvis fa st¢rre teststyrke ved & velge 2 ¢ annerledes. Vi
kan f.eks. velge /EI:;lﬂcfraktilen i normalfordelingen med nivé-%'hvis
vi har m tester i alt.

o
nar

Ved testing mot H b

% vil vi forkaste HO

£(n) < - 6vz ]

Tilsvarende test mot H3b blir:

f(n) | > SVzl_eﬂ

og konkluderer med at > gjelder hvis

f(n) 2 szl—e‘

og med at < gjelder hvis

F(mE- ovz]
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4.3.4. Ordnede kategorier ?

Se ogsa avsnitt 6.9.

I eksemplet i tabell 4.3.a har vi naturlig ordnede kategorier for
to variable: antall helgeturer og aldersgrupper. Hvis vi har en
hypotese om at antall helgeturer (y) ¢ker (eller avtar) med alderen (x),
samtidig som antallet ogsd avhenger av adgang fritidshus, kan vi til

n¢d sette opp en regresjonslikning av formen
y =0 + Bl d + 82 x, der vi f.eks. velger

y-verdiene 1lik 0, 3, 7.5, 12, 20 og d = 1 for adgang fritidshus og

d = 0 uten, samt x = 20, 30, 45, 65. Vi kan bruke et vanlig regresjons-
program for & estimere koeffisientene. Vi kan vel til n¢d ogsd teste
koeffisientene pd vanlig mdte, selv om testene bare kan betraktes som
tilnermede fordi forutsetningen om konstant varians for alle y er tvilsom
her. I andre tilsvarende problem er det ikke sikkert at denne inn-
vendingen beh¢ver gjelde. I alle tilfelle md vi huske at regresjons-

likningen bare er en r¢ff tilnarmelse til sammenhengen mellom de variable.
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5. TFIRE- OG FLEREVEISTABELLER.

De fleste problemer vi vil analysere ndr vi har fire eller flere
kategoriske variable simultant, vil vare lettere & formulere med den
notasjon vi skal innf¢re i kapittel 6, eventuelt i kapittel 7.

Enkelte enkle problemer kan imidlertid formuleres og l¢ses pa
tilsvarende mate som i to— og treveistabeller. Vi skal kort omtale noen

slike, selv om det vel ikke er s ofte de dukker opp.

5.1. Fullt spesifisert nullhypotese

Vi har en nullhypotese som kan skrives

= p? for
Pijklg =~ Pijklg ©

I
=
-
N
-
-

. . o
i en femveistabell, der alle pijklg

Et spesialtilfelle av dette er at vi har samme sannsynlighet i

er kjente tall.

alle ruter, d.v.s. at vi i en ren krysstabell har

Hvis vi ogsd har et tilstrekkelig stort datamateriale og ikke spesifi-

3 o . 2 . .
serte alternativ, sd kan vi bruke X -tester som i avsnitt 2.4.

5.1.1 For en ren krysstabell har vi testen 1 2.4.1. Hvis vi f.eks.

har en 2x2x2x2x2 tabell, blir det 25—1 = 31 df. for denne testen.

5.1.2. For en komparativ tabell bygger vi opp testen som i 2.4.2. Fe¢rst

lager vi en z-observator for hver av de uavhengige krysstabellene vi har,
og deretter summerer vi disse til &n observator, som da har antall df

som er summen av df-tallet for de enkelte tabeller.
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Anta f.eks. at vi har krysstabeller med IJK ruter, en for
hver kombinasjon lg av de siste to variable i en femveistabell. Da
danner vi

o 2
I J K (n.. - n P: - )
. _ Z Z y 1jklg +++1g"1jklg

lg L0 L2 c o)
i=1 j=1 k=1 np ijklg

for hver lg-kombinasjon. Hver av disse har (IJK-1)df. Den totale
z-verdi blir
L G

. T
total 1=1 g=1 lg

som har LG(IJK-1)df.
For en 2x2x2x2x2-tabell blir det altsd 4(8-1) = 28 df.

5.1.3. "Ng¢dtester" for utvalg med fd observasjoner og uten spesifiserte

alternativ, kan konstrueres som i 3.3. Vi setter inn po—verdien i den
multinomiske (eller produktmultinomiske) fordelingen som gjelder for
vart problem. S& regner vi ut sannsynligheten Po under H0 for det
resultatet vi har observert. Deretter leter vi (d.v.s. EDB-maskinen)
oss frem til alle kombinasjoner av data med de gitte summer som hver
har sannsynlighet 1lik eller mindre enn P . Er summen av alle disse smd
sannsynlighetene, inkludert Po’ mindre eller 1lik €, s& forkaster vi HO.
Det kan vel vare tvilsomt om det lg¢nner seg & foreta slike be-

regninger ndr en har mange variable.

5.1.4. Bestemte alternativ til Ho b¢r her som ellers fd oss til & lete

etter bedre testmetoder.
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5.2. Avhengighet/uavhengighet

Som i to- og treveistabeller kan vi ¢nske & teste ulike typer av
uavhengighet mellom de variable. Dette blir behandlet mer systematisk

i kapittel 6 (og tildels i 7), vi ser pd noen spesielle tilfeller her.

5.2.1. Uavhengighet mellom alle de variable i en krysstabell. Analogt

med i 3. 2.1 og 4.3.3 kan vi uttrykke nullhypotesen ved:

P.. =p

ij...g i+..;+p+j+r..+" for alle kombinasjoner

-

Por . +g
av ij....g.

For store datamaterialer og uten bestemte alternativ kan vi igjen bruke

2 . . . . .
en X“-test, nemlig en generalisert versjon av homogenitetstesten i 2.4.3.
Den svarer til at vi estimerer alle de marginale p-ene ved de tilsvarende

relative hyppighetene, altsa:

A I ST +]+. .ot A S0
Piv o+ 7 n ° Paje.+ n seccPuy L 4g L g
Sa regner vi ut
1 J G (n A A A )2
z, = Z z...z ij...g pi+...+p+j+,,.+""p++.,_+g .
i=] i=1 e=1 A A A
R PP #Paje e P g

Nar nullhypotesen gjelder vil denne observatoren vare Xz—fordelt med
I1J....6-1-(I-1)-(J-1)....(G-1) = 1LJ....G-I-J-...-G+(m-1)df. (m er tallet
pd variable). For en 2x2x2x2x2-tabell blir det 22-2x5+4=26df. Vi kan
altsd forkaste hypotesen om uavhengighet hvis vi finner en z stg¢rre enn
¢pvre e-fraktil 1 Xz-fordelingen med dette antall df.

Hvis vi ikke far forkasting av nullhypotesen, vil vi i alminnelig-
het ikke ha noen sjanse for & finne ut noen interessante sammenhenger
mellom de variable ut fra deler av tabellen.

Hvis vi forkaster nullhypotesen, kan det hende at vi ¢nsker en

nermere analyse, og det kan vare ulike ¢nskemdl og fremgangsmater.
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6. LOG-LINEERE MODELLER

Det & studere avhengighet/uavhengighet mellom variable i fler-—
dimensjonale tabeller kan i visse tilfeller gj¢res enklere hvis vi
uttrykker sannsynlighetene Pis...g ved andre parametre. En mite & gj¢re
dette pd, som er blitt meget popular, er & innfg¢re de sdkalte log-lineare
modeller. Utgangspunktet er en multiplikativ modell som vi kan sette opp
ved hjelp av multiplikasjonssetningen i sannsynlighetsregningen.

Multiplikative modeller kan uttrykkes som linezre modeller
i logaritmene til de sannsynlighetene som inngdr. En linear modell er
vanligvis enklere & arbeide med. Goodman's log-line@re modell er den
som har vunnet st¢rst utbredelse. Vi skal bare gi en kort omtale av
modellen og bruken av den. Forg¢vrig viser vi til larebgker og annen

litteratur, f.eks.:

Tor Haldorsen: Om log-lineazr analyse av flerveistabeller.

10 77/46 . Heretter kalt H II-

S.E. Fienberg: The analysis of cross-classified categorical

data. MIT Press 1978. Ny utgave 1980.
B.S. Everitt: The analysis of contingency tables. Ch. 5.

Bishop, Fienberg
and Holland: Discrete multivariate analysis.

Heretter kalt BFH.

L.A. Goodman:

(ed. J. Magidsen): Analyzing qualitative/categorical data.

De tre fg¢rste er lettest tilgjengelige. Den fjerde er mest omfattende.
Den siste inneholder et utvalg av artikler som Leo Goodman og andre har
skrevet om log-lineare modeller.

Det er utviklet EDB-programmer for log-linear analyse, bl.a. ECTA,
som finnes i Byrdet og programmet P4F i BMDP-pakken (1979). Dessuten har
TROLL et mindre program, TEP, DO070M. SAS-pakken har ogsa et program.

Alle p.. > 0.
le...g

I hele dette kapitlet forutsetter vi at pij . > 0 for alle

kombinasjoner av (i,j,...g) der i = 1,2,...1, j=1,2;,..J ... 0g

g =1,2,...,G. Se kapittel 9 om problemer der noen Pij = 0.
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6.1. Log-line®re parametre i en toveistabell

Anta at vi som f.eks. 1 avsnitt 3.4, har en toveistabell, der i
angir gruppe for antall helgeturer og j angir type av bostedskommune.
Vi kan da uttrykke pij som et produkt av en generell faktor A, som er
felles for alle p-ene, en spesiell faktor Xi for p-er i gruppe i, en
spesiell faktor Aj for p—er i gruppe (kommunetype) j og en faktor Aij

som er spesiell for akkurat kombinasjonen (i,j). Vi setter altsa
.. = AA.A.A.., for alle i og j.
P 33 g ]

En hypotese om at det ikke er noe samspill mellom kommunetype og antall
helgeturer kan vi her uttrykke ved at Aij = 1. En hypotese om at
kommunetype ikke betyr noe for antall helgeturer, md tilsi at Aj =1
og Aij = 1 osv.
For at A-ene skal kunne uttrykke sannsynligheter md8 vi ha visse
betingelser oppfylt. Dette kan gj¢res som angitt nedenfor. Vi innf¢rer kon-
1 2 12
stant = . = . . = . .. = ..
er y = log A, My log Al, uJ log XJ og ulJ log AlJ, der
log star for naturlig logaritme med grunntall e = 2,71828...
Vi har altséa
1 2 12
Ui M. M. .

eH = A, e D= A, ed =, og e D
1 J 1]

Sa uttrykker vi den naturlige logaritmen til sannsynlighetene

pij som en sum av parametre (konstanter). idet vi finner

12

log p;: = u+ui+p§+pij for 1 (6.1.1)

I
—
-
N
-
.
-
—

J

—
1]
—
M
N
"
.
.
.
—

Her er altsd U et konstantledd som inngadr i log pij for alle i og j.
Resten av parametrene kan variere med i og/eller j. Toppindeksen 1

og fotindeksen i angir at ui refererer seg til variabel nr. 1 og til i-te
verdi av denne. Tilsvarende refererer u? seg til v?ziabel nr. 2 og

til j-te verdi av denne. Den fjerde parameteren, uij’ refererer seg

til kombinasjonen av i for variabel nr. 1 og j for nr. 2. Ved & ta

antilogaritmen av (6.1.1) finner vi
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som foran.

Alternativ uttrykksmidte. I en del lazrebgker og dataprogrammer arbeider

en med forventningsverdiene

Mij T "Pije

istedenfor med pij direkte. Na er

log mij = log n + log pij’

slik at det log-linezre uttrykket som svarer til (6.1.1) blir

12
ij

log m = + 1 + 2 +
g ij Um Ui Uj [S I
der
um = log n + U.
Vi har her et konstantledd som er st¢rre enn i (6.1.1), men alle de

¢vrige parametrene er de samme og har samme tolkning som vi skal

finne nedenfor.

Analogi med variansanalyse. Den som er fortrolig med de vanlige modeller

i variansanalyse, vil se analogien med disse i valget av parametre i

(6.1.1), og dessuten kravene nedenfor i (6.1.2).
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Antall parametre vi har innf¢rt i (6.1.1) er

1 + I (med toppindeks 1) + J (med toppindeks'Z) + 1IJ =
IJ+ I+ J+ 1.

Dette er for mange til & gi en en-entydig korrespondanse mellom
u-ene og de IJ p-ene vi har. Vi innf¢rer derfor noen restriksjoner
som gj¢r at en del u—er kan uttrykkes ved de ¢vrige. Vi krever at

summer av u-er med samme toppindeks skal vare lik null, d.v.s.

I J I
7oub=0, ¥ w¥=0, T u'?2-=0 for hver j (6.1.2)
i=1 * j=1 J i=1 Y
og
J
) u%g = 0 for hver'i.
j=1 M

I alt kan da 1+1+I+J-1 = I+J+1 u-er uttrykkes ved de ¢vrige, slik
at vi far IJ u-er som'selvstendige" parametre, altsa det samme antall som
vi har av p;:-er.
Dessuten mad vi huske kravet om at summen av alle pij—ene er lik
1, altsad at vi md ha

I J

Y ) ps. =1, d.v.s.
i=1 j=1 i

+ 1+ 2+ 12
MM TH, uij =1, (6.1.3)

1

I o~
I o~1G

L]

Alt dette f¢rer til at vi har (IJ-1) "selvstendige" Uij akkurat som
vi har (I1IJ-1) pij—er.

For & fa en tolkning av hva de ulike p-ene stadr for, kan vi
foreta noen summeringer av uttrykkene i (6.1.1). Tar vi summen over
alle i og j, finner vi, ndr vi tar hensyn til (6.1.2) at alle summer

av ui—er, u?—er og ui?—er blir null, sa vi har

I J

z z log p..= 1J yu.
i=1 j=1 13

Altsa kan vi tolke

_ 1
u = TJ— g g log pij (6.1.4)

som et uttrykk for "gjennomsnittsnivdet" av alle log pjj-ene.
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Videre far vi ved & holde indeks i fast og summere (6.1.1)

over j, at

I 10

log pij = J(u+u}) for 1 =1,2,...,I.

i=1

Skrevet pa en annen mite gir dette en tolkning av

1 1
u, =
i

o

[ logpys — 1, (6.1.5)
J

som en "egenvirkning" eller effekt av i-te nivad for variabel nr. 1

(gjennomsnittlig over j) utover det som er med i totalgjennomsnittet.

Tilsvarende finner vi
2 1
uj =7 g log pij H

som en gjennomsnittlig egenvirkning eller effekt av j-te nivad for
variabel nr. 2.
La oss nd se pd logaritmen til kryssproduktforholdet

Pi; Prg
a,., = —= + —

13 Pig  Ppj

fra avsnitt 2.2.2, og uttrykke dette ved p—ene. Vi finner

log aij = log pij + log pIJ - log Piy log ij =
1 2 12 1 2 12

=y + ui + “j + uij LA TR S VI i Vi

1 2 12 1 2 12 _

12 12 12 12

Ser vi spesielt pd en 2x2-tabell, der vi har I=J=2, sd vil vi p.g.a.

kravet (6.1.2) ha at

12 _ 12 _ _ 12 _ _ 12
Hpp T Hop T 7M1 T THY (6.1.7)
Dette medf¢rer at
_ 12
log a = 4u11 (6.1.8)

. . 12
Ved stokastisk uavhengighet er a=1, d.v.s. log a=0 og dermed My = 0.
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Omvendt, hvis u}i = 0 sd md vi ha a=1, d.v.s. uavhengighet. Vi ser

at uii er et "mal" for den stokastiske avhengigheten (eller sam-

spillet) mellom de variable i en 2x2-tabell, og at uavhengighet

uttrykkes ved u}i = 0.

En tilsvarende tolkning av ui?—leddene kommer vi frem til ved
(6.1.6). Vi kan tolke ui?—leddene som uttrykk for samspill mellom
variabel nr. 1 og nr. 2 for ulike (i,j)-kombinasjoner. pi? = 0 for
alle kombinasjoner betyr uavhengighet mellom de variable, og omvendt.

La oss se pd et enkelt eksempel pa sammenhengen mellom p-er og
U-er 1 en 2x2-tabell. P.g.a. (6.1.2) er ué = - u} og ug =-—u§.

Dessuten gjelder altsd (6.1.7). Anta at vi har pij som i tabell 6.1.a.

Tabell 6.1.a. Sannsynligheter pij

Variabel nr. 1 Variabel nr. 2 Marginal
i j=1 2
1 0,25 0,15 0,4
2 0,4 0,2 0,6
Marginal 0,65 0,35 1

Ifplge (6.1.1) og (6.1.2) for I=2 og J=2, har vi fire likninger mellom

log pij og l-ene, nemlig

log Py = -1,386 = y + p} + u% + ui%
log Py = -1,897 = u + u} - u% - p}%
log Py = -0,916 = p - u} + u% - u}f
L¢ser vi disse m.h.p. p—ene, finner vi
u=-1,452, u}=-0,190, u%= 0,301, u}f=—0,045.
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Ved innsetting i likningene ser vi at dette stemmer, bortsett fra
avrundingsfeil. Vi kan 'tolke" egen- og samvirkningen ved & si:
variabel nr. 1 har en positiv virkning ndr vi gdr fra i=1 til
i=2, vi har jo u; = 0,19. For variabel nr. 2 er det omvendt, nega-
tiv virkning av & gd fra j=1 til j=2. I tillegg er det en svak
negativ virkning av samvariasjonen for i=1 og j=1.

Na vil vi jo vanligvis ikke ha gitt verken p-er eller p-er
(muligens bortsett fra hypotetiske verdier) i et problem vi skal
analysere. Men med et datamateriale kan vi estimere lU-ene, og sa
estimere p—ene ut fra j-estimatene ved hjelp av likningssystemet
(6.1.1), jfr. avsnitt 6.4.

La oss ta et eksempel til, med pij som i tabell 6.1.b.

Tabell 6.1.b. Sannsynligheter pij

Variabel Variabel nr. 2 Marg
nr. 1 j=1 2 1
1 0,26 0,14 0,4
2 0,39 0,21 0,6
Marg 0,65 0,35 1
Py

Her finner vi: u = -1,454, u} = -0,203, u% = 0,310 og uii = 0. Ifglge
(6.1.8) betyr uii = 0 at det er stokastisk uavhengighet mellom de to

variable. Og vi ser at dette stemmer, vi har

pij = pi+p+j for 1 = 1,2 og 3 =1,2.

Ogsd her virker variabel nr. 1 "positivt" ndr vi gdr fra i=1 til i=2,
mens variabel nr. 2 virker '"negativt" ved overgang fra j=1 til j=2. I
denne tabell er hver av disse virkningene den samme p& begge nivder av

den annen variabel, det er intet samspill.
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6.2. Log-lineare parametre i en flerveis krysstabell

For en flerveis—tabell innf¢rer vi flere sett med parametre
og restriksjoner analogt med (6.1.1 og .2), slik at vi har like

mange ''selvstendige'u-parametre som vi har sannsynligheter Pij

-8
i modellen, antallet er I1J...G-1. Vi setter i en m-veis tabell:
1 2 m 12 im 2m (m=-1)m
lo .. SIRVE VIR S VIE DU & TR VIR R S VU R 2 T +
g le...g M Ul UJ Ug UlJ Ulg Ujg qu
; (6.2.1)
+ u123+ +u12m+ +u23m+ +U123...m—-1+u123...m
ijk """ Tijg """ Tikg "7 Tijk...q ijk...g
med restriksjonene
I J G- I J I
1 2 m 12 12 1lm
Puj= Jui=...=1] Mg =05 Lugy = Dwgy =0, g =0,
i=1 j=1 3 g=1 i=1 Y j=1 Y i=1
G G J I
1m (m=1)m ~23m 123...m _
2 u:  =0,... Z.U =0.... ZU.k =,..=0,. z Moy = 0 osv.
g=1 18 g=1 98 1 o dke 2y ijk...g

Alle disse kravene skal gjelde for hver verdi, resp. kombinasjon av verdier,
av variable som det ikke summeres over, jfr. (6.1.2).
Dette ser formidabelt ut, men la oss se hvordan vi kan tolke de

ulike u-symbolene:

u: et uttrykk for gjennomsnittlig log p-nivd. Hvis alle andre
U-er er null, sd er alle log Pij...g" U, d.v.s. vi har en
modell hvor alle sannsynligheter er like.

.u},u?,u?: uttrykk for gjennomsnittlig "egenvirkning' av h.h.v.

fgorste variabel pa nivd i, annen variabel p& nivd j, o.s.v.

U12 13 (m-1)m,
ij"',uik"-iu qg .

som "f¢rste ordens samspill' mellom de

variable parvis.

123 1(m1)m

. n . "
uijk""uiqg osv.: som 'annen ordens samspill” mellom de

variable tre og tre.

123...(m~1)m,

som samspill mellom alle de m kategoriske
i1jk...qg —_—

variable i tabellen simultant.
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Hvis denne siste er null for alle kombinasjoner ijk...qg, sa er det
uavhengighet mellom alle de m variable simultant, men det kan frem—
deles vare samspill mellom alle eller noen undergrupper av (m-1)
variable, med mindre de respektive ui?i:::g (for m-1 variable) ogséa
er null.

Hvis alle samspill-leddene er null, d.v.s. at vi har

1 2 m .. . .
lo .. = U+uLFULF. .o F for alle ij...g-kombinasjoner
& pl_] eee 8 H 1Jl UJ ug J g ] ’

s& er det uavhengighet mellom alle de variable. Jfr. avsnitt 2b i

H II. Vi har at pij g er lik produktet av de marginale sannsynlig-

hetene Py osv. til Py g for hver (ij...g)-kombinasjon.

L S T
Vi kan altsd uttrykke hypoteser om uavhengighet (manglende samspill)
mellom visse av de variable ved & sette de tilsvarende u-ledd 1lik null.
Og vi kan teste hypoteser om samspill ved & teste om visse u-ledd er null,
jfr. avsnitt 6.5 og eksemplet i avsnitt 11.1.3. Vi md da vare klar over
at samspill mellom f.eks. variablene 1 og 2 ikke bare uttrykkes ved uig,
men ogsd ved wl23. l2m 123...m J
& ik’ Mijegr Mijk...g
vere enklere & behandle.

Derfor vil modellene i avsnitt 6.3

6.3. Hierarkiske modeller

Testingen i en log-linear modell blir enklere hvis uavhengigheten
er slik at manglende samspill mellom f.eks. to variable impliserer
manglende samspill av h¢yere orden der disse to variablene inngdr. Hvis

23=0 for alle (j,k)-kombinasjoner, kreves det at

f.eks. ujk
123 _ 23m _ 123(m-1) _
uijk O""ujkg = 0, Uijkq =0, o.s.v.
opp til
U123...(m—1)m _
ijk...qg

Vi setter ikke et lavere ordens samspill lik null hvis et h¢yere ordens
samspill som omfatter de samme variable, ikke er lik null.

Kombinasjonen av variabel nr. 2 og 3 vil altsa ikke forekomme i den
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reduserte modellen vi kan sette opp istedenfor den mettede modellen
(6.2.1). Slike modeller kalles hierarkiske.

Med tre variable vil en mettet modell bli skrevet
12 13 23 123 (6.3.1)

1 2 3
108 pyoy = W F My F UG F U Uy U U

En hierarkisk modell der uli = 0, vil ogsd ha u. ?i 0, s& den kan

skrives

) 1, 2,3, 12, 23 6.3.2
Log Pyyp = Mo+ My + WS+ + gy + g ( )

Se ogsda H II , avsnitt 2e.

6.4. Estimering av parametrene i en log-linear modell

Estimering av p—ene (og dermed av p-ene) i en log-linear modell
gjor vi ved sannsynlighetsmaksimeringsmetoden (ML-metoden). Fordel-
ingen av de tellevariable, nij...g’ forutsetter vi da multinomisk, jfr.
avsnitt 2.2.0.

Estimering i modellen (6.3.1) med data i 2x2x2-tabellen 4.2.b
gir f.eks. estimert log np for at en person drar pd helgetur, har

adgang fritidshus og er mann, lik

log n§111 = 5,36+0,66-0,51+0,003+0,29-0,017+0,035-0,006 = 5.82

dvs. n; = 336, som er det observerte tall, idet vi har en mettet
modell. Noen desimaler er slgyfet, sd vi far litt usikkerhet i siste
siffer.

Her er altsa u =5,36 gJennomsnlttet av log np Jk—verdlene for hele
tabellen. Dette svarer til eU =212 som er det geometriske gjennomsnittet
av alle npijk—ene (dvs. attende rot av produkteflav dem) . o

S& har vi "egenvirkningsleddene'". Her er My o= 0,66 og My = 0,66,
som viser at estimert forventet antall som drar pa helgetur, npljk’
gjennomsnittlig sett ligger over totalgjennomsnittet, mens npzjk (som
ikke drar) ligger under. Vi vet ikke om dette gjelder for alle (j,k)-
kombinasjonene f¢r vi ogsé har tatt med de ¢vrige leddene i uttrykket.
(I dette eksemplet er np1 K> np2 K for alle (j,k)-kombinasjonene, noe
vi ogsa kan se direkte av tabell 4 2.b). Videre er ui = -0,51 og
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ﬁ% = 0,51. Dette antyder lavere estimert sannsynlighet for & ha adgang

til fritidshus enn for ikke & ha det ut fra dette materialet.
| S& er ﬁi = 0,003 og ﬂg = -0,003. Dette synes a tyde pa en svak
overvekt av menn i forhold til kvinner i tabellen, men vi ser direkte
at dette ikke stemmer. Her kommer det tydelig frem at "egenvirkningen"
mé& tolkes sammen med de ¢vrige leddene. (ﬁi-verdiene er for ¢vrig ikke
signifikant forskjellige fra null, men dette bergrer ikke tolkningen
forelgpig.)

Vi ser si pad fe¢rste ordens samspillene eller "tofaktorkombinasjonene'.
Vi har u}i = 0,29, fij2 = -0,29, {i> = -0,29 og {i,> = 0,29. Tolket uten
hensyn til de ¢vrige leddene sa viser dette at de estimerte sannsynlig-
heter med kombinasjonen 'helgetur, adgang fritidshus'" og kombinasjonen
"ikke-helgetur, ikke-fritidshus" fir et tillegg i forhold til "helgetur,
ikke-fritidshus" og til "ikke-helgetur, adgang fritidshus'". Det er
samspill mellom det & dra p&d helgetur og & ha adgang fritidshus (som vi
matte vente!). Vi md imidlertid huske at ogsd dette er gjennomsnittstall
og at ulzi kan bety noe her, selv om den ikke gj¢r det i dette eksemplet.

Videre er fl13 = -0,017, {15 = 0,017, fi;3 = 0,017 og fiz) = -0,017.
Dette antyder et lite fradrag i estimert sannsynlighet for & dra pa tur
og vare mann, samt for ikke & dra og vare kvinne, mens de to andre
kombinasjonene har et lite tillegg. Igjen mad vi vere forsiktige med
tolkingen.

S8 er {7 = 0,035, “ig = 0,035, 127 = -0,035 og ugg = 0,035, dvs.
et lite tillegg for "adgang fritidshus, mann" og for "ikke-fritidshus,

kvinne', med tilsvarende fradrag for de to andre kombinasjonene.

Til slutt har vi samspillet mellom alle tre faktorer: ﬁ%%% = -0,006,
~123 _ ~123 _ ~123 _ ~123  ~123 _ ~123 ~123 _
Hi1p = Hp1 = Mppp = 05006, 1i55 = Hy7o = Hypp = 70,006 og uy55 = 0,006.

Dette antyder et ubetydelig fradrag for "helgetur, fritidshus, mann" og
tillegg f.eks. for "ikke-helgetur, ikke-fritidshus, kvinne'.

Ingen av de tre siste settene med koeffisienter er signifikante,
sett enkeltvis. Nedenfor har vi estimert en '"avkortet' modell, med
~13 _ ~23 _ 123
Mik T Mk T Mijk

zp = 1,99 med 3df, dvs. ikke forkasting av hypotesen om "avkortet modell".

Med den valgte avrunding er for ¢vrig de enkelte koeffisientestimatene

= 0. Som angitt i avsnitt 6.5 tester vi denne og finner

uforandret, bortsett fra ﬁi som har skiftet fortegn.
For & se pd '"virkningen" av faktoren fritidshus ut fra tallene

ovenfor, kan vi sammenlikne npijk—verdiene parvis:
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Med adgang fritidshus har vi:

log npyq; = 5,82, log mpyq, = 5,79, log P,y = 3,96, log Py, =3,84

Uten fritidshus:
log np,,, = 6,20, log np;,, = 6,28, log npy,; = 5,48, log np212==5,52-

Innen hver kombinasjon av turgding og kj¢nn er det altsd stgrre forventet
antall uten fritidshus enn med, men forskjellen varierer fra 0,38 til
1,68 for log nﬁ—verdiene, dvs. med en faktor fra 1,46 til 5,37 for 5—ene.
Dette svarer til gjennomsnittet 0,51:2 = 1,02 vi sa ovenfor.

Sammenlikner vi menn og kvinner, s er forventet antall menn ubety-
delig st¢rre enn antall kvinner for bide turglere og ikke turgdere som
har fritidshus. Det er omvendt for dem som ikke har fritidshus. Til
slutt ser vi at forventet antall turgdere er st¢rre enn ikke-turgdere
for alle kombinasjoner av fritidshus og kj¢nn (vi har log nﬁlll -
log npyq = 1,86,...,10g DP1yy log n§222 = 0,66. Ogsd her varierer
forskjellene. Gjennomsnittet er 0,66-2 = 1,32 (ca.).

I dette eksemplet kunne vi ha diskutert tallene direkte ut fra

tabell 4.2.5, men fullt s8 enkelt er det jo ikke bestandig.

Ved ML-estimering er det en—entydig sammenheng mellom p-ene og
‘ﬁ—ene, og vi fir de samme estimatene enten vi 1) f¢rst estimerer p-ene
ved ML-metoden og s& regner ut ﬁ—ene ut fra ligningssystemet (6.4.1),
som svarer til (6.2.1) for parametrene, eller om vi 2) f¢rst estimerer

. A
U—-ene og sa regner ut p-—ene.

Al123...m

log p'jk.

A]. A2 Am Al + ﬁ]%B...m ((;:.4.1)
1

A
= L VU R U + U.. +...
.. g H Hi UJ Ug ul] 1jk...g

Et eksempel pa estimerte u—er i en mettet modell er gitt i H II ,
tabell 3.2. Se ogsi vart avsnitt 11.1.3.

Setter vi visse p-ledd 1ik null, si er det enkleste f¢rst a
estimere de ¢vrige ved ML-metoden, og s@ finne ﬁ—ene ved (6.4.1) hvis
vi ¢nsker dem. ML-likningene for ﬁ—ene (eller ;—ene) kan ikke alltid
lgses eksplisitt i slike tilfelle. EDB-programmene vil likevel gi

l¢sningene ndr data og modell tilfredsstiller de gitte krav. Estimering

av modellen
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1 2 3 12 .
Um*'ui + Uj + Uk + ”ij’ gir

log npyqy < 5,36+0,66-0,51-0,02+0,29 = 5,78

log npijk

med nglll = 324 for data i tabell 4.2.5. Vi far nﬁllz = 336, likevel ser
gjennomsnittsforskjellen mellom menn og kvinner mer "riktig'" ut her.
Programmet kan ogsd gi estimater for tilnarmede standardavvik
pd de enkelte koeffisienter, og forholdstall mellom estimert koeffi-
sient og standardavvik. Hvis en da antar at fordelingen av en slik
standardisert koeffisient er tilnarmet normal, kan en teste om den f.eks.
er signifikant forskjellig fra null ved & sammenligne med en passende
ge-fraktil i den standardiserte normalfordelingen. En viss forsiktighet

md vi vise ved slik "testing", jevnf¢r de neste avsnitt.

6.5. Testing i log-lineare modeller

Den vanlige testobservatoren som brukes ved log-linezre modeller,
er LL-testen (log likelihood rétiotest), som er omtalt i avsnitt 2.4.6.
Hvis vi f.eks. vil teste samspillet mellom variabel nr. 1 og 3 1

(6.3.1), sa kan vi sette opp nullhypotesen

13 123
= u

HO: Moy < 0 og ik = 0 for alle kombinasjoner av i,j,k.

Under H gjelder altsd (6.3.2). Vi estimerer p-ene i dette uttrykket

ved ML-metoden og deretter p-ene, og s& regner vi ut verdien av

observatoren

22=2) n (1 - log p
2.7 2L mygy (logmyg = log pygy)
1,7,k

Nar nullhypotesen er riktig, sd skal z, vare asymptotisk X2—forde1t

L
med antall df 1lik antall "selvstendige" |-parametre som settes lik
null under nullhypotesen. Ved & sette uii = 0 for alle i og k, har
. 123 .
vi (I-1)(K-1) df, og uijk = 0 gir (I-1)(J-1)(K-1) df, altsd ialt
(I-1)(K-1) + (I-1)(J-1)(K-1) = IJK - IJ - JK + J

df i dette tilfelle.

Betrakter vi tabell 4.2.b som en krysstabell, med n fast, sa vil
13 12 . .
nullhypotesen Mo = 0 og v 3 - 0 innebare at det ikke er samspill mellom

ijk
det & dra p& helgetur og kj¢nn. ECTA-programmet gir oss her z_ = 0,35

L
med 2 df. Nullhypotesen kan ikke forkastes. Det viser seg videre at for-
skjellen mellom menn og kvinner p& alle nivder i tabellen er sd liten at

oppdeling etter kj¢nn kan sl¢yfes, jfr. ﬂi—estimatene 1 avsnitt 6.4.
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For eksemplet i tabell 4.3.a, med personer fordelt etter antall helge-
turer, adgang fritidshus og alder, kan vi bruke den mettede modellen

6.3.1.

Testing av hypotesen

H : u123

o i3k =0 for alle de 40-1=39 kombinasjonene av i, j og k,

gir som resultat at z, = 21,4. LL-testen har her (5-1)(4-1)(2-1) = 12 df,

med ¢vre 5 prosent fraktil 1ik 21,03. Vi md altsd forkaste nullhypotesen,

og regne med at det er samspill, i betydningen ui?i * 0.

Tabell 6.5.a. Estimerte koeffisienter i den mettede log-linezre modellen

for data i tabell 4.3.a.

i= 1 2 3 4 5
resp. j = 1 2
resp. k = 1 2 3 4
(log n+u)  3.780
i 0,120 0,728 -0,293 -0,533 =-0,022
~2
I ~0,247 0,247
~3
iy -0,165 =-0,142 0,215 0,091
A12 A2
Ny =-hg -0,507 -0,248 0,007 0,351 0,398
i -0,427 -0,015 =0,037 0,426 0,053
1
ﬁ%; -0,144 -0,109 0,143 0,126 -0,016
1
ﬁ%g 0,025 0,072 0,024 =-0,362 0,242
1
ﬁ%z 0.545 0,052 =-0,130 -0,190 0,278
1
23 ~23 _ o
apy ==iss 0,027 -0,164 0,131 0,060
~123  ~123
== - . - - 18
iy = hio) 0,148 0,136 =-0,099 =-0,167 =-0,0
A1§§==-a?§g 0,221 ~-0,058 0,030 =-0,059 -0,135
1
~123 ~123
= - - - - 47 ’2 ’ 32
Hi13 ="Uio3 0,203 0,043 0,0 0,262 0,0
GL23_ _q123 0,166 =0,035 0,116 =-0,036 0,122

i14~ Mi24
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Ser vi pd de enkelte ﬁ123—verdiene, jfr. tabell 6.5.a, sa kan vi
imidlertid ikke fastsld at de er signifikante. Standardavvikene viser seg a
variere mellom 0,07 og 0,1, og ingen av de standardiserte koeffisi-~
entene er stg¢rre i tallverdi enn 2,377. Vi md@ sammenlikne med en
fraktil som tar hensyn til at vi tester 12 koeffisienter, f.eks. fra
normalfordelingen,

0.05

= 2,86 der € = —== = 0.00417

21-£ 12
7

Det er altsad kombinasjonen av alle verdiene som gir signifikant utslag
i testingen av HO ovenfor.

Den mettede modellen gir oss ngyaktig de samme estimatene Eijk
som den vanlige multinomiske modellen ved ML-estimering. Det som kan
vere av en viss interesse, er 4 se pad de enkelte koeffisientene i for-
hold til hverandre, og pad fortegnene for dem som vi gjorde i avsnitt 6.4.
Se ogsd H 11, avsnitt 5.a. Vi skal ta saken opp igjen i et noe enklere
eksempel i avsnitt 11.1.3.

I de nevnte dataprogrammene kan vi nd ogsd fa skrevet ut faktorene

N /\1
eu, eMi
0.5.V.,

slik at vi kan danne estimatene Bijk (eller ngijk) direkte ved Tultipli—
kasjon av deArelevante faktorene, istedenfor & ga veien om log pijk
(eller log npijk)'

Estimering og testing i dette kapitlet er foretatt med P3F-programmet,
der alle tallene i de to opprinnelige tabellene er tillagt 0,5 under
analysen. Dette er en "korreksjon" som brukes ndr det er sma tall i
tabellene, men overflgpdig med s& store tall som vi har. Forskjellen pa
beregningsresultatene med og uten tillegget 0,5 er imidlertid s& liten at
vi ikke har funnet det n¢dvendig & foreta nye kj¢ringer.

Det finnes kanskje ikke s& mange eksempler i litteraturen pd testing

av eksplisitt formulerte nullhypoteser. Derimot er det meget vanlig at

modell og program brukes slik som skissert nedenfor.

For EEé utvalg har Cox & Plackett [1980] visse undersgkelser og forslag.



- 120 -

Reduksjon av antall parametre .i modellen

I mange tilfeller har vi ikke sa meget a priori informasjon at
vi kan sette opp meningsfylte hypoteser. Isteden ¢nsker vi kanskje &
komme frem til en modell som er sd enkel som mulig, vi vil "kaste ut"
alle overflgdige parametre, d.v.s. slike som er null eller nzr null,
fra (6.2.1). Samtidig ¢nsker vi ikke & kaste ut parametre som b¢r vare
med. Hvis vi t¢r forutsette en hierarkisk modell, kan vi ga skritt—

12...m

vis frem: F¢rst tester vi My = 0. Hvis nullhypotesen ikke for-

-8
kastes, antar vi at det er forsvarlig & sette ui;"‘z = 0 i arbeidet
videre. Sa tester vi en eller flere av u}?"'ém_ ), u?"': 0.s.v. pa

neste trinn, i den reduserte modell, og setter dem lik null som vi ikke
far forkastet. For de kombinasjonene av variable dette gjelder gir vi
sd videre og tester pd trinnet som omfatter m—2 variable i den ytter-
ligere reduserte modell. Vi fortsetter slik inntil en hypotese blir
forkastet.

Ved denne fremgangsmiten kan vi i en viss forstand ha kontroll
over sannsynlighetsnivdet. Det er nemlig slik at om vi bruker nivd €
pa hver enkelt test, og vi utferer m slike skrittvise tester, si vil
sannsynligheten for minst en feilaktig forkasting ikke overstige me
(jfr. avsnitt 2.3.4). Vi bgr altsd velge nivdet for den enkelte test

svaert lavt, og lavere jo flere tester vi akter & utfgre.

Fremgangsmater for mer eller mindre systematisk reduksjon av
parametertallet finnes i larebgker og artikler. I mange tilfeller
er det uklart om det er kontroll over sannsynlighetsnivaet for

testene simultant. Jfr. avsnitt 6.6.

6.6. Log-linezre modeller og datanalyse

Meget av den bruk som gjg¢res av log-lineare modeller md be-
tegnes som det vi her kaller datanalyse, jfr. avsnitt 1.4.2 og
kapittel 13. Dette gjelder isar ndr en ikke har a priori hypoteser
om uavhengighet mellom visse variable, men isteden bruker mer
eller mindre trinnvis testing til & redusere antall parametre
(u-er) i modellen mest mulig, og uten & kontrollere nivaet for de
enkelte testene i forhold til hverandre.

Slik bruk av testing i log-lineare modeller og dataprogrammer

h¢rer derfor i prinsippet hjemme i del III av dette notatet.
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6.7. Tilfeldige nuller i de observerte krysstabellene

I hele dette kapitlet forutsetter vi at alle Pij...g > 0.
Likevel kan det hende at det mangler observasjoner i en eller flere
ruter, bide inne i tabellen og i enkelte marginaler. Vi kan altsa
ha n.. = 0 og kanskje ogsd n..

ij...g ij+
kombinasjoner. Likevel kan vi i mange tilfelle bruke log-lineare

= 0 for enkelte (i,j,...)—

modeller med tilhg¢rende tester. Hvordan vi da md g frem, vil bl.a.
avhenge av hvordan nullene forekommer i tabellen. Vi kan ikke ta

dette opp her, men viser til Fienberg [1978], ch. 8.1.

Aggregerte tabeller. En velkjent mdte & komme utenom problemet

med nuller (eller meget smd tall) i en del ruter pd, er & sléd
sammen data til en mindre tabell. Dette kan gjg¢res ved & utelate
variable, f.eks. sl sammen en fireveis—tabell til en treveis-
tabell. Eller en sldr sammen ulike verdier av en variabel si en
far f.eks. I-2 linjer istedenfor I linjer i tabellen.

Begge disse fremgangsmitene kan fg¢re til feilslutninger hvis
man ikke er tilstrekkelig oppmerksom. Vi viser til avsnitt 7 i H II

og ch. 2.4.1 og 2.5.3 i BFH.

'6.8. En variabel som funksjon av de ¢vrige i en log-line@r modell

Den log-lineare modellen uttrykker de simultane sannsynlighetene
pij...g som funksjoner av egenvirkninger og samspill mellom de variable.
I mange tilfeller kan vi ¢nske & uttrykke én bestemt av de variable som
funksjon av de ¢vrige variable 1 en eller annen forstand. I eksempel
4.2.b kan vi f.eks. ¢nske & se pa det & dra pd helgetur som en "funksjon"
av adgang fritidshus og kj¢nn. Mest nerliggende er det & se pd logaritmen
til den betingede sannsynligheten for & dra pd helgetur, gitt de ulike
kombinasjonene av adgang fritidshus og kj¢nn. Det viser seg at i den
log-line@re modellen f&r en frem et enkelt uttrykk ved heller & se pa

"log odds" som nedenfor. For 2x2x2-modellen har vi de betingede sann-

synligheter for verdien 1 for den f¢rste variable, gitt henholsvis j og k

for de to siste:
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Py Py
. 13k . 27k .
p(11j,k) = = og p(21j,k) = === =1 - p(11j,k).
+jk Pijk
Vi innf¢rer "odds" Qll'k som er forholdet mellom de to sannsynlig-
J
hetene,
113,k P13k
- p(li,k) J

- j - (6.8.1)
1ljk  p(213,k) P2k
. . : 1 1 .
Vi setter inn fra (6.3.1) og husker at uz = —ul osv. som 1 (6.1.2)
og (6.1.7) og dessuten u2jk = _uljk' Det gir uttrykket for "log odds" eller
logit p(l[jk).

1 12 13 123
= . ; 6.8.2
log Qlljk 2u; + 2“1j 22U+ 2“13k ( )

For & forenkle uttrykket kan vi innf¢re nye parametre:

1 . _ .12 . _ 13 123 _
Y = 2ul, Yp = 2ui0 Yo = 20)] o8 2H7] = Y3 (6.8.3)

Videre innfg¢rer vi en variabel z. som er lik 1 ndr j=1 og lik -1 nar

1

j=2, samt en variabel z, som er lik 1 ndr k=1 og lik -1 ndr k=2. Da kan

2
vi skrive:

1og &y |5 =Y * Y1215 * Vo2 ¥ V32152000

dvs., vi har fitt uttrykt log odds som en "linezr regresjonslikning" i
2y, z, 08 (2122)’ jfr. f.eks.(7.1.1). I alminnelighet vil vi ikke estimere
koeffisientene Y, Y, osv. ved minste kvadraters metode, dvs. et regresjons-
program. Vi bruker ML-estimering som omtalt i avsnitt 6.4, dvs. vi kan
estimere Y-ene ved & sette inn estimatene for p-ene i (6.8.3). Estimering
og testing kan ogsd her gj¢res ved nyere versjoner av ECTA-programmet,
mens P4F-programmet ikke regner ut ?—ene.

I eksemplet for tabell 4.2.b finner vi estimert log odds for & dra pa
helgetur, gitt de forskjellige kombinasjonene av adgang fritidshus og

kj¢nn, nar vi bruker den mettede modellen:
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log Qlljk =1,318 + 0,5862lj - 0,03422k - 0,01221jz2k
Dette gir

log Qllll = 1,858, log QllZl = 0,778, log QlllZ = 1,95, log 91|22=
som gir

Qllll = 6,41, QllZl = 2,18, 91112 = 7,03, Qll22 = 2,13,

Dette stemmer bra med de tallene vi fdr direkte fra tabellen, is@r hvis
vi legger til 0,5 i hver rute.

Vi kan tolke de estimerte koeffisientene i log odds—likningen slik:
Det er en svart liten, og ikke signifikant forskjell mellom menn og kvinner
ndr det gjelder & dra pd helgetur. Med adgang fritidshus er tilbgyeligheten
til & dra p& helgetur en god del st¢rre (ca. 3 ganger sd stor) enn nar det
ikke er adgang fritidshus. Slg¢yfer vi oppdelingen etter kj¢nn i tabellen,

finner vi
log n Py < 1,316 + 0,58421j,
som gir praktisk talt samme resultat som ovenfor, nemlig

f = 6,69,‘91

11 o = 2,08.

Ved l¢sning av likningen

o . pID _ p(ID
L1 5211 1-p(111)
finner vi
Q
piy = 1~ 087
1+ |

og tilsvarende

212
1+Q1

p(112) = = 0,675,

|2

0,754
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som stemmer med tallene

"11v | 662 _ oy "12+ _ 1016
n 760 ~ %0 °8 nazx T 1506

0,675
+1+

i tabell 4.2.b.

Vi fdr altsd ikke andre estimater for p-ene (v{ har ogsd her en
mettet modell), men koeffisientene 0,584 og -0,584 gir oss en idé om
"betydningen" av & ha fritidshus for det & dra pa helgetur (iallfall
ndr vi har vent oss til & tenke i log odds).

Det er imidlertid i st¢rre tabeller med flere variable og kate-

gorier at en tolking av koeffisientene virkelig har interesse.
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7. EN KATEGORISK VARIABEL BETRAKTET SOM EN FUNKSJON AV DE (VRIGE
KATEGORISKE VARIABLE.

Hittil har vi stort sett, og bortsett fra avsnittene om ordnede katego-
rier og avsnitt 6.8, omtalt metoder for & analysere samvariasjonen mellom
kategoriske variable uten eksplisitt & se pd hvordan én av de variable varierer
med de ¢vrige.

Ikke s8 sjelden har vi imidlertid en variabel som vi er prim@rt interessert
i (f.eks. turgding), og vi ¢nsker & finne ut hvordan samvariasjonen er mellom
denne variable pid den ene siden og de ¢vrige (f.eks. adgang fritidshus, kj¢nn,
alder osv.) pd den andre siden.

Vi skal kalle den variable vi er primert interessert i for

y, den har kategorier 1,2,...,i,...,1,

jfr. tabell 2.1.

De ¢vrige variable skal vi kalle x X, OSV. til X s slik at

19

Xy har kategorier 1,2,...,3,...,J,
X, har kategorier 1,2,...,k,...,K,
X har kategorier 1,2,...,g,...,G.

Vi tenker oss altsd her data i en (m+l)-veistabell, mens vi foran har
hatt en m—veistabell. Vi skal f¢rst se pa tilfeller der hver av de
variable bare omfatter to forskjellige kategorier, de er dikotome
variable. Det kan ofte vare greit & sette de to verdiene til 1 (telle-
enheten har et bestemt kjennetegn, f.eks. fritidshus) og O (telleenheten
har ikke kjennetegnet, dvs. fritidshus). Vi skal kalle slike variable
for binere..

Siden mange som er vant til & bruke regresjonsanalyse i tilsvarende
problemer med kvantitative variable, ¢nsker & bruke dette ogsd for
kvalitative variable, skal vi se litt pd en slik analysemetode fo¢rst.

Vi viser til A II avsnitt 14.5, samt til A [1974] og A [1976,2] for en
mer utferlig behandling.
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7.1. Linear regresjon for binare variable (binzr regresjon)

Vi skal bruke data i tabell 4.2.b som eksempel. De variable og

deres verdier er definert ved

y = 0 har ikke vart pa helgetur

=1 har vart pa helgetur

x, = 0 har ikke adgang fritidshus
= 1 har adgang fritidshus

X, = 0 kvinne

= 1 mann

Vi setter opp tallene pd nytt i tabell 7.l.a. De er her ordnet pd en
litt annen mite enn i tabell 4.2.b for & svare til vanlig ordning av

de nye variabelverdiene.

Tabell 7.1.a Antall personer, nyx x.° gruppert etter om de har vart
172

pé helgetur, y, adgang fritidshus, X, 0g kj¢nn, x,.

X) = 0 Xy = 1 ‘
y X, = 0 1 X, = 0 1 um
0 249 239 46 52 586
1 530 486 326 336 1678
Sum 779 725 372 388 2264

Et forste forsgk pd & sette opp en regresjonslikning for y med

henblikk pd x, og x, ville kanskje se slik ut:

1 2

y = bO + b,x, + b,x

1%1 oXy * tilfeldig restledd,

der koeffisientene bo’ b1 og b2 er ukjente konstanter som vi ¢nsker &

estimere ut fra data. Dette betyr at vi har
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y = bO + noe tilfeldig nar X = X, = 0,

y =b_ + by + noe tilfeldig nar x; =1 o0gx,=0,

y = bO + b2 + noe tilfeldig nar X = 0 og Xy = 1, og
y = bO + b1 + b2 + noe tilfeldig nar X] =X, = 1.

Her er "virkningen" av x, og X, pd y additiv. Vi fér altsa ikke frem

1

at det kan vare en 'samvirkning" av x, og X, pé& y, slik at vi burde

1
ha en mulighet for et fradrag eller et tillegg i den siste likningen
nar bade X, = 1 og X, = 1.

Dette siste far vi til hvis vi velger f¢lgende regresjonslikning

for y med hensyn pa X| 08 X!
= i 7.1.1
y Bo + lel + BZXZ + B3x1x2 + tilf. restledd ( )

Vi forutsetter nd at det tilfeldige restleddet er ukorrelert med Xy

og x, og har forventning null. Da betyr (7.1.1) at den betingede sann-

2
synligheten for y = 1 gitt X; 0g X,, som ogsd er forventningen av y
for gitt X 08 X,, er lik
P(y=1|x1,x2) = BO'*lel + Bzxz + B3x1x2 (7.1.2)

Setter vi inn de mulige kombinasjonene av X; 0g X,, sd har vi altsa de

fire betingede sannsynlighetene

P(y=110,0) = BO for X, = 0, X, = 0
P(y=111,0) = BonkBl for X, = 1, X, = 0 (7.1.3)
P(y=110,1) = BO-FBZ for X, = 0, X, = 1
P(y=111,1) = 804'814-624-83 for Xy = 1, X, = 1

Ved hjelp av et vanlig regresjonsprogram kan vi estimere de fire koeffi-

sientene i (7.1.1). Vi md imidlertid vare oppmerksom pa at den betingede

variansen for y, gitt X1 08 X5, ikke er konstant (i alminnelighet), men

er lik

P(y=1]x1x2)(1—P(y=llexz))

N,
X%,

(7.1.4)

var(ylxl,xz)
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De vanlige variansformlene i et regresjonsprogram vil derfor ikke
gjelde. (De kan gjelde med en viss tilnarmelse ndr det er liten for-
skjell mellom alle P-verdiene).

I eksemplet 7.1.a finner vi den estimerte regresjonen

ﬁ(ylxl,x2> = 0,680 + 0,196x, ~ 0,010x, + 0-xX X,.

2 172
Ser vi bort fra sampling. feilene, kan vi tolke dette slik: Det er
ingen samvirkning mellom kj¢nn og adgang fritidshus ndr det gjelder
helgeturer. En kvinne uten adgang til fritidshus har en estimert sann-
synlighet 0,68 for & dra pad helgetur. Med fritidshus er estimatet 0,196
h¢yere, dvs. 0,876. En mann uten adgang fritidshus har en estimert
tursannsynlighet 0,01 lavere enn en kvinne, enten han har adgang fri-
tidshus eller ei.

Regresjonsestimatorene éj er forventningsrette. Variansene md vi
regne ut ved hjelp av (7.1.3) og (7.1.4). For & teste signifikansen av
koeffisientene, md vi bruke de spesielle formler for variansen pa hver

av dem. Vi kan regne med tilnermet normal fordeling av

~ A

2 . .
, der Oj = estimert varians Bj,

@

.

~N
nadr observasjonsmaterialet er stort nok, som her. For 62 vil variansen

kunne estimeres til

~2 _ 0,68-0,32  0,67-0,33 _
0, = 579 + 755 = 0,000584265,

altsd

Q>
1]

0,024

Estimert standardavvik er her st¢rre enn den estimerte koeffisienten,
dvs. at denne ikke er signifikant forskjellig fra 0. For él har vi
variansestimatet

~2 0,68-0,32 0,876:0,124

0] = Pt 4 37 = 0,0005713,

]

1 0,024

dvs. B. er signifikant forskjellig fra null. Det er adeang fritidshus
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som betyr noe for tilbgyeligheten til & dra pa helgetur, mens kj¢nn
ikke betyr noe her. Dette er samme resultat som vi fant i avsnitt 6.8.

Tar vi regresjonen for y med henblikk pa X alene, far vi
y = 0,675 + 0,195x1

Dette gir

51|1 = 0,87 og ;110 = 0,675.
Her er det ingen forskjell pd estimatene i 6.8 og 7.1, fordi vi begge
steder har en mettet modell, og da blir estimatene identiske.
Forskjellen p& tolkningen av den log-lineazre og den lineare
modellen er at vi i den f¢rste far et additivt tillegg i log odds,
mens vi i den linesre f3r et additivt tillegg i Bllj direkte: Uten
fritidshus er estimert sannsynlighet for & dra pad helgetur lik 0,675. .
Med fritidshus er den 0,195 heyere.
For et problem med ialt m+l variable blir den fulle (mettede)

regresjonslikningen

y=8_+ lel + 82x2 ...t Bmxm + 612X1X2 ...t Blmxlxm+....+ 823X2x3+...

(¢}

* B(m—l)m En-1%m * B123X1X2X3 Fooet B(m—2)(m—1)m En-2%m-1%m *e

+....+ B X, X

12...m ¥1%p+ X, + tilf. avvik (7.1.5)

Foruten det tilfeldige leddet har vi like mange additive ledd i regresjons-—
likningen som vi har betingede sannsynligheter for de ulike kombinasjoner
vi kan danne av x-enes null- og én-verdier, nemlig s = 2™, ( Vi har gitt
R-ene fotindekser som svarer til de variabelkombinasjoner de h¢rer til. I et
konkret problem vil vi gi f-ene fortl¢pende fotindekser fra 0 til (s-1).)

Hvis det er strukturelle nuller i vart problem, dvs. at det finnes

kombinasjoner av x-ene som ikke kan forekomme, sd slgyfer vi de tilsvarende

leddene i regresjonen. Dvs. vi setter R-ene for disse leddene lik null, og
fadr igjen en regresjon der vi har like mange R-er som p-verdier forskjellige

fra null. Se A [1974] avsnitt 2.2 (siste del) eller [1976,2] avsnitt 3.

Estimering og testing

Koeffisientene i (7.1.5) kan vi estimere ved et vanlig regresjonsprogram.
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~

Variansen pa den enkelte koeffisient, Bj, kan vi estimere ved & finne

ut hvordan éj kan uttrykkes som en linezrkombinasjon av ﬁ(llxl,xz,...xm)—
verdier, og deretter estimere variansen ut fra dette, jfr. regneeksemplet
foran. Vi vil ofte f& forholdsvis store varianser pa ﬁj som kommer "langt

ut" 1 regresjonen, fordi de er dannet av mange p-verdier.

Videre kan vi teste hypoteser om enkelte Bj eller om grupper av Bj.
Vi viser til A [1976,2] avsnitt 3, der ulike problemstillinger og tester
er behandlet.

7.2. Binar regresjon for variable med mer enn to kategorier

7.2.1 Flere enn to kategorier for x-ene

Vi kan fremdeles bruke regresjoner av formen (7.L5) om en eller
flere av de kategoriske variable i vdrt problem har fler enn to kategorier.
Vi gjor dette ved & innf¢re flere binare variable for hver kategorisk
variabel. Anta f.eks. at y (helgetur) og X, (adgang fritidshus) er binzre,
mens X, stdr for alder, og er delt inn i K=4 aldersgrupper (som i tabell
4.3.a). Vi innfe¢rer da (K-1), her 3, nye binare variable etter skjemaet

nedenfor.

Tabell 7.2.a Tilordning av verdier for (K-1) binare variable for en

variabel med K>2 kategorier.

Variabel (XZ) Binere variable
kategori nr. 21 i) 23 ZR-1
1 0 0 0 . 0
2 1 0 0O .... O
3 0 1 0 0
4 0 0 1 . 0
K 0 0 0 . 1

Vi kan velge hvilken kategori vi vil som en ''basiskategori" der
alle zj = 0. Her har vi valgt kategori nr. 1. Poenget er at hver kategori,
unntatt "basis', skal vere tilordnet verdien 1 pa én og bare én av de

bin@re variable.
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I vart eksempel har vi da regresjonen
y = Bo+81x1+8221+8322+64z3+85xl21+B6X122+B7X123+ tilf. avvik (7.1.6)
Vi far ingen ledd med produkter av to z-er, for ingen telleenhet kan

vere 1 mer enniénxz—kategori (aldersgruppe) . Derfor er (7.1.6) en full

(mettet) regresjon i dette tilfellet. Vi har

P(y=1lOOOO)==BO (ikke fritidshus, aldersgruppe 1)
P(y=1|0100)==BO+B2 (ikke fritidshus, aldersgruppe 2)
P(y=1|1100)==60+81+82+65 (fritidshus, aldersgruppe 2)
P(y=1|1001)==60+81+64+67 (fritidshus, aldersgruppe 4)

Er det to eller flere x-variable med mer enn to kategorier, lager

vi et sett av binzre variable for hver x-variabel.

7.2.2 Flere enn to kategorier for y

I eksemplet i tabell 4.3.a har vi ogsd f¢rt inn tallet pa helgeturer,
gruppert i I=5 kategorier. Vi kan da innf¢re flere binzre variable
YysYgsersYg- I dette tilfellet kan vi innf¢re én v for hver gruppe. Vi
md sette opp en regresjonslikning, av formen (7.1.6), for hver Yi» ialt
I stykker. Men én av disse er overflg¢dig fordi summen av y-ene alltid ma
vere lik én. Hvis vi estimerer hver av de I regresjonene pd vanlig mite,

vil summen automatisk bli lik &n, jfr. A [1976,7.].

7.2.3 Likhet og forskjell mellom estimatene ved ulike metoder

S& lenge vi estimerer i mettede modeller vil de estimatene vi far
for p-ene bli n¢yaktig de samme enten vi estimerer ved'hyppighetene direkte,

. eller ved bin@r regresjon eller ved log-linear metode. Ved umettede modeller

Elir resultatene i alminnelighet noe forskjellige, vi fir en form for "glattede"
p-verdier nidr vi bruker binar regresjon, og disse blir noe forskjellige fra
dem vi far ved log-linear estimering.

Selv en mettet modell kan det vare interessant & estimere, fordi vi far
frem den partielle virkningen av de enkelte hgyre-side variablene pd estimert
forventning av y.

En fordel ved en biner line@r regresjon er at vi ikke beh¢ver & innskrenke

oss til hierarkiske modeller. Vi kan, ut fra a priori innsikt, sette hvilke

koeffisienter vi ¢nsker 1lik null, eller teste om de er null.
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7.3. Logistiske modeller, Logit

En velkjent mdte & g& frem pa for & analysere én kategorisk variabel,
y, som en funksjon av en eller flere andre, X15XgseesX s €T 4 foreta en

sdkalt logistisk transformasjon av de betingede sannsynlighetene for y, gitt

de ulike kombinasjonene av x-verdier.

Hvis y bare har to kategorier, for i = 1 og i = 2, kan vi sette

m(xl,...,xm)

] i (7.3.1)
P(y ]_|X1,---’Xm) Lp(xl,...,X )’
m
1l+e

der ¢ er en valgt funksjon av x-ene. Vi har da

1

1-P(y=1lx;,...,x ) =
y 1 m) w(xl,...,xm)

C1l+e
og
P(y=l|x1,...,xm)

log - = w(xl,...,xm), (7.3.2)
l—P(lle,...,xm)

Det er uttrykket pd venstre side som kalles logit P(y=1|x1,...,xm). Spesielt
er det vanlig & la ¢ vare en linear funksjon av x-ene, sd vi har en linear

‘logistisk modell som f.eks.

P
llxl,,..,gm (7.3.3)
log = Bo + 81X1+ +8 x . * D

m m
p2lx1,...,xm

Vi ser at "log odds" i avsnitt 6.8 er et eksempel p& en slik modell. Vi be-
h¢ver imidlertid ikke & g8 veien om en log linear modell, men kan sette opp
(7.3.3) direkte. I vdre tabeller er det naturlig & la y og x—ene vare binazre
variable, men vi ser at modellen ogsd har mening hvis x-verdiene er gitt
kvantitativt. Det er vel sarlig i slike situasjoner den har vert brukt. Se
f.eks. Cox [1970], der ogsd estimering, testing osv. er behandlet, eller BFH
avsnitt 10.4.1 - 10.4.4.

En generalisering til situasjonen der I > 2, kan gj¢res pd ulike vis, idet

vi har valg mellom flere mulige nevnere i det logaritmiske utrykket svarende
til (7.3.2), f.eks.:
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pilxl,. T
log > for 1 =1,2,...,I-1,
Ile,. X
eller
pilxl,.. X
log > for 1 =1,2,...,I-1.
1+1!x1,...xm

Se f.eks. Fienberg [1978] avsnitt 6.5.

7.4. Andre analysemetoder. Veiet regresjon.

Grizzle, Starmer and Koch [1969] har vist at ulike former av lineare

modeller for sammenhengen mellom de variable i en kontingenstabell kan ana-
lyseres ved hjelp av veiet regresjon og tester basert pd asymptotisk XZ“
fordelte observatorer. Det gjelder modeller som er lineare i de variable eller
line®re i funksjoner av de variable som log-lineare modeller og andre vari-
anter. Det er utviklet dataprogrammer for analyser, f.eks. GENCAT og FUNCAT.
Det siste finnes i SAS—-pakken.
Testene forutsetter store observasjonsmaterialer og observasjoner i alle ruter
i tabellene.

Det finnes i litteraturen forslag til andre metoder for spesielle
situasjoner, se f.eks. Cox [1970] og BFH, ch. 10. For problemer med erdnede

kategorier kan ogsd vises til Fienberg [1978], avsnitt 4.4 og 6.3.

7.5. Valg av metode

Vi har omtalt flere forskjellige metoder for estimering og testing av
parametrene i modeller der vi ser pd én kategorisk variabel, y, som funksjon

av de ¢vrige variable. Vi har:
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Line®r regresjon i 7.1-2o0g 7.4
Log-linear resp. logistisk i 6.8, 7.3 og 7.4

Andre mulige varianter i 7.4.

vart fe¢rste valg gjelder selvsagt modellen. (nsker vi linear regresjon

i kategoriske variable, kan vi bruke 7.1-.2 eller 7.4. Den siste krever

stort datamateriale, observasjoner i alle ruter og tilgang til det spesielle
EDB-programmet.

Vi kan bruke 7.1-.2 for store, men ogsd for mindre datamaterialer, og
regresjonen kan tilpasses situasjoner med strukturelle eller tilfeldige
nuller. Vi er ikke bundet til hierarkiske modeller. Vi kan bruke et vanlig
regresjonsprogram, supplert med forholdsvise enkle tilleggsberegninger for
testing o.l.

Hvis vi har kvantitative variable (regressorer) i tillegg til de kate-

goriske, er vel metodene i 7.3, de logistiske, mest brukt. Ogsd her b¢r data-
materialet ha en viss st¢rrelse.

For en log-linear modell er 6.8 det naturlige valg. Et forholdsvis stort
datamateriale og tilgang til f.eks. ECTA-programmet er ' n¢dvendig.

Forgvrig md vi, her som ellers, f¢rst formulere virt problem og var
modell, og deretter sgke & finne en metode som utnytter data best mulig i

den situasjonen vi har.



- 135 -

8. NOEN SPESIELLE PROBLEMSTILLINGER. PARVISE OBSERVASJONER.

Som vi alt har sett, er det ikke nok for & finne en god analysemetode
at vi kan stille opp data i en to- eller flerveistabell. Metoden md@ bestemmes
ut fra den problemstillingen vi har og hvordan data er fremkommet. Vi skal
her kort skissere noen spesielle problemstillinger og enkelte testmetoder som

kan brukes.

8.1. Parvise observasjoner

8.1.1 Parvise utvalg, symmetritest

I blant kan vi redusere usikkerheten i den statistiske analyse ved &
" foreta parvise observasjoner av kjennetegn vi er interessert i. Anta at vi
¢nsker & finne ut om tilbgyeligheten til & dra p& helgetur er forskjellig hos
kvinner og menn. Vi antar at tilb¢yeligheten avhenger bade av alder og av ad-
gang til fritidshus. Hvis vi har muiighet for & dele inn (stratifisere)
populasjonen i aldersklasser og etter adgang/ikke adgang fritidshus, sa kunne
vi trekke tilfeldige utvalg for hvert av de to kj¢nn fra hvert av disse stra-
taene slik at vi far "par'" der kvinner og menn har samme bakgrunn m.h.p.
aldersgruppe og adgang fritidshus. (Vi kan ogsd& ha "naturlige par'", som mann
og kone, eller samboere, eller bror og s¢ster.)
For hvert medlem i et slikt par noterer vi sd svaret p& spg¢rsmilet om
helgetur/ikke helgetur. Vi kan telle opp antallene for de fire mulige svar-

kombinasjonene og sette dem opp som i tabell 8.1.a.

Tabell 8.1.a. Svar pad sp¢rsmil Tabell 8.1.b. Sannsynligheten for

om helgetur for n par. svarkombinasjoner.
Kvinner Menn Marginal for Kvinner " Menn Marginal for
Ja  Nei [ kvinner Ja  Nei kvinner
Ja ST oy Ja P11 P12 P14
Nel [myp mpy | Moy Nel 1Py Py Pyt
Marginal 04 n,, n Marginal Py P,y 1
for menmn for menn

Hvis det ikke er forskjell pd kvinner

samme sannsynlighet for ja-svar, dvs.

S T

og menn m.h.t. turgding, skulle de ha

(Dette medfgrer at ogsa
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Py, = P+2)- Na er jo P14 =Py * Pyys 08 Py1 T Pyp * Py;- Dette vilsi at
vi kan formulere nullhypotesen som

Vi har n;; par der begge svarer ja og n,, par der begge svarer nei.
Disse parene er uinteressante ndr det gjelder sp¢rsmalet om det er forskjell

pa de to kj¢nn. Det md vare tallene n., og n,; som inneholder informasjon om

12
var hypotese. Vi s¢ker derfor & finne en betinget test, gitt summen n12+n21=n'.

Var H_ kan da uttrykkes ved at

p P
H(') = —12_ = —.__g_].'_._ = 0’5.

P1o*Py P17*Pyy

Vi ser at vi har et problem som det vi behandlet i avsnitt 3.2.4, symmetri
om en diagonal.

Hvis n' er et lite tall, sammenlikner vi 0, med fraktilene i den binomiske
fordeling med parametre n' og p=0,5. Det avhenger av den alternative hypotesen
hvilke fraktiler i denne fordelingen vi skal sammenlikne 0,y med for & finne
ut om nullhypotesen md forkastes.

Hvis n' er stort nok, kan vi bruke den tilnzrmede normaltesten, med

observatoren
— ‘ —
Lot 0,5n% My ~ 1y
o) -
0,5 vn /h21 +n,

Vi sammenlikner den observerte verdi av d med fraktilene i den standardiserte

normalfordelingen. Denne testen kalles McNemar's test 1 larebgkene.

Den blir ogsd@ angitt ved & forlange forkasting av H nar

2
2 _ (P ~mypp)

My TP

>z dvs. fraktilen i Xz-fordelingen med 1 df.

d = 1-e*

Dette gir samme resultat som den tosidige normaltesten.

" En versjon med (Yates) korreksjon er

2
(In21 - nlzl-l)

o1 * 0o

Hvis vi har et materiale med fler enn to alternmativ, f.eks. som angitt i

tabell 8.1.c, sd kan vi bruke en lignende test.
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Tabell 8.1.c Antall par for de mulige svarkombinasjoner pd tre alternativ.

Menn
. Kvinner Alt. 1 2 3 Sum
Alt. 1 n11 n, ng g n,
2 N1 Nyy  fy3 ny,
3 31 N3y M33 R
Sum n+1 n+2 n+3 n

Vi kan teste '"symmetrien" i denne tabellen ved en enkel summarisk test.

Vi slidr sammen de to "hj¢rnene'" i tabellen, og bruker observatoren

o (nyy +ngp * 03, = myy - nyg T Nyg)

d =
Nyp * 03y F 03y + Dyy * 0yg F Nyg

péd tilsvarende midte som ovenfor.
Vi kan ogsd utvikle mer inngdende tester for sammenlikning av P19 med

P15 Pp3 med Pyy 08 Pyg med P3y- Se Aall , avsnitt 3.2.

8.1.2 Andre typer av observasjoner som leder til samme testsituasjon som i

8.1.1, kan vare:

(i) Panelstudier, der samme individ blir klassifisert etter svar pa
de samme sp¢rsmdlsalternativ pa to ulike tidspunkter, f.eks. i

valgundersgkelser.

(ii) Panelstudier der to "dommere' klassifiserer individer etter de

samme kjennetegn.

(iii) Toveistabeller der de to kategoriske variable har samme inndeling
i kategorier, f.eks. turer til fjells mot turer til sj¢en, og vi
¢nsker & vite om det er forskjell pd tur-tendensen for fjellet og
sjgen.

Ogsa her blir det sp¢rsm@l om & teste symmetrien i tabellene, som
i8.1.1.
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8.1.3 Andre testmetoder

Det er utviklet flere metoder for disse problemstillingene og varianter
av dem. Se f.eks. Everitt [1977],kapittel 5.4, Plackett [1974], kapittel 8
eller BFH, kapittel 8.

I den siste er det ogsd utviklet metoder ut fra log-lineare modeller,
noe som gj¢r det enklere & teste hypoteser for mer komplekse problemstillinger

i store utvalg.

8.1.4 Parvise observasjoner med ordningseffekt, Garts test

I en situasjon der hvert individ svarer pd to ulike sp¢rsmdl, A og B,
eller far to ulike behandlinger, A og B (mot f.eks. hodepine), pd to forskjellige
tidspunkter, kan det hende at rekkefg¢lgen av spprsmdlene eller behandlingene
spiller en rolle for svarsannsynlighetene.

La oss her anta at svarene er enten ja eller nei p& hvert spg¢rsmidl (f.eks.
om god virkning av behandlingen). I s& fall b¢r vi sikre oss observasjoner der
begge rekkefglger finnes, og helst gitt ved randomisering.

Hvis vi antar at rekkefg¢lgen kan spille en rolle, b¢r vi ikke bruke
testen i 8.1.1. Istedenfor & sette opp tallene som i tabell 8.l.a, kan vi
bruke formen 8.1.d eller 8.l.e, der vi setter opp fordelingen av antall svar
for de n'= ny, + 0y individene som svarer forskjellig pd& de to sp¢rsmilene.

Vi fordeler nd ogsd etter rekkefglgen av de to sp¢rsmilene, og bruker topp-—

indeks, A,B for & markere at A kommer f¢rst og B som nr. to, og omvendt.

Tabell 8.1.d. Antall individer som svarer ja(l) pad ett spgprsmdl og nei(2)

pd et annet, fordelt etter rekkefg¢lgen av spgrsmilene.

Ordning av sp¢rsmidlene

Svartype A,B B,A I alt

° AB BA AB BA
J . .
apal. spm 12 "1 i * hpp
Nei pa 2. spm.
Nei pa 1. spm. AB BA AB BA
Ja pad 2. spm- 721 112 o1 M2

AB BA ,

[ alt Mlik Mlik
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i) Vi kan teste hypotesen om samme svarsannsynlighet pd f¢rste spg¢rsmil,

uansett rekkef¢lgen. Innf¢rer vi sannsynligheter som svarer til rutene i

tabellen med tilsvarende symboler som for hyppighetene, har vi altsa:

AB _ BA AB BlA

p12 = p21 mot P ¥

12 ¥ Py (evt. > eller < istedenfor #)

H':
!

Vi har samme situasjon som i 3.1, og kan bruke Fisher-Irwins test (3.1.1)
eller den tilsvarende normaltesten (3.1.2).
Vi forkaster nullhypotesen hvis nAB er mindre enn nedre €/2-fraktil

12
eller st¢rre enn ¢vre £/2-fraktil i fordelingen gitt ved:

AB BA
(nulik) (Mulik)
AB )\ BA )
{ AB\ _ ‘n n
fl\nlz_ = 12 21

1
\

AB T BA)
12 7 "21)

Hvis vi ikke forkaster Hé, sd kan vi ikke pdstd at det er forskjell pd svar-

sannsynlighetene p& de to spgrsmalene. Men uansett sluttresultat kan vi ha:

ii) TForskjellig svarsannsynlighet ved f¢rste og ved annet sp¢rsmdl. Vi setter

opp de samme data som i tabell 8.1.d:

Tabell 8.1.e Antall individer som svarer ja (1) pd ett spprsmdl og nei (2)

pd det annet, fordelt etter svar pa spg¢rsmilene.

Ordning av sp¢rsmilene
Svartype A,B B,A I alt
Ja pa A/ AB BA N
Nei p& B P "12 12
Ja pad B/ LAB nBA n
Nei pa A 21 21 21
AB BA o'
Malik Malik

Vi tester her hypotesen om samme sannsynlighet for ja-svar, uansett om spgrs-
mdlet kommer fo¢rst eller sist, dvs.
2 AB BA AB BA

: = . . * .
HO. P1) Py, mot f.eks Pp, P9
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Igjen kan vi bruke Fisher-Irwins test (3.1.1). Vi forkaster Hi hvis n??
er mindre enn nedre €/2-fraktil eller st¢rre enn ¢vre £/2-fraktil i

fordelingen nd gitt ved

_AB BA
ulik ulik
FlEy
. (nAB> _ V2 "12
2 \"12 o
(v:2)

Valget av € er greit hvis vi bare bruker den ene av de to testene. Bruker vi
begge, b¢r vi velge € noe lavere enn ved bare en testing, men det er neppe
ngdvendig & g& ned til halvparten av vanlig €-nivd, fordi de to testresul-
tatene md vere noksd avhengige av hverandre. )
Kombinasjonen av de to testene kalles Garts test. En kan ogsd utlede

andre testmetoder for situasjoner av denne art.
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9. TABELLER MED STRUKTURELLE NULLER.

Foran har vi forutsatt at det er observasjoner i alle ruter i
tabellene ved de testmetodene for store utvalg som vi har sett pa,
og der vi bruker XZ_ eller LL-tester. Noen av testene kan modifiseres
til bruk selv om det finnes enkelte nuller i tabellene, jfr. avsnitt
6.7. Hvis vi har tilfeldige nuller, kan vi, som antydet i avsnitt 2.6,
kanskje finne en ad-hoc utvei for a kunne bruke testene i enkelte
tilfeller.

Testene for "smd'" utvalg, de sdkalte eksakte testene, som Fisher-
Irwins test o.l., samt testene ved binar regresjon, kan vi bruke selv
om vi har nuller i noen ruter, forutsatt at vi vet om vi har strukturelle
eller tilfeldige nuller. Ved strukturelle nuller setter vi parametre
som svarer til de tomme rutene 1lik null, f.eks. har vi Poy = 01
eksemplet i tabell 9.1.a nedenfor.

Det finnes mange varianter av problemer/tabeller med strukturelle

nuller. Vi skal bare ta noen enkle eksempler og forgvrig vise til

BFH Chapter 5.

9.1 En toveis tabell med én strukturell null

I en (fiktiv) tidsnyttingsundersgkelse har vi funnet nedenstdende
tall pd personer som oppgir at de har brukt et visst antall timer

pr. dag til husarbeid.

Tabell 9.1.a Kvinner og menn fordelt etter antall timer pr. dag

brukt til husarbeid (fiktive tall)

Kj¢nn i Under 1 time 1-2 timer 2-3 timer | Over 3 timer

i=1 i=2 i=3 i=4 Sun
Kvinner 1 10 90 200 700 1000
Menn 2 850 140 10 0 1000
I alt 860 230 210 700 2000
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Ut fra tidligere erfaring antar vi at nullen i ruten "Over
3 timer" for menn kan betraktes som strukturell for den befolknings-
gruppen vi har tatt utvalget fra. En tabell over sannsynlighetene blir

derfor som i tabell 9.1.b.

Tabell 9.1.b. Sannsynligheten for eksemplet i tabell 9.l.a nidr Py, = 0.

i\j 1 2 3 4 Marg.

1 P11 P12 | P13 | Pus Pr+

2 Py | Pap | Pp3 | O Py
Marg. p+1 P+2 p+3 p+4 1

Forskjellen mellom menn og kvinner i tabell 9.l.a er sia tydelig at det
ikke skulle vare noen grunn til 8 foreta en statistisk test i dette
tilfellet. Men av hensyn til andre problemer der forskjellen ikke er

sd pafallende, b¢r vi antyde noen testmetoder.

9.1.1 Sammenlikning av sannsynligheter

Vi ville gjerne teste en hypotese om at sannsynligheten for &
vere i gruppe j er den samme for kvinner og menn. Vi har imidlertid
forkastet denne a priori, siden vi har P14 > 0 og Py = 0. Det vi
kan teste er om sannsynlighetene for menn er lik de tilsvarende be-
tingede sannsynlighetene for kvinner gitt at kvinnen er i en av de

tre f¢rste gruppene, dvs. at vi har nullhypotesen

P11 P1o P13

%' v -, Pat B, -p, P2°% b, -»p,

= = Poa-
P14+ 7 Pyy 23

= 1300 observa-

Vi kan teste dette som i en 2 x 3-tabell, n' = n - n
sjoner, og med n' = n.. - n

14- P1e T Py = 300
Vi antar multinomisk fordeling.
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Hvis vi har to utvalg, ett for menn og ett for kvinner, bruker
vi testene i avsnitt 3.3.1. Vi bytter om i og j, slik at testobserva-

toren i den f¢rste testen i 3.1.3 blir

med (2-1)(3-1) = 2 df.
Hvis vi har ett utvalg, her regnet med n' = 1300 observasjoner,
kan vi bruke metodene i avsnitt 3.3.3.

Se ogsd avsnitt 9.2 nedenfor.

9.1.2 Bruk av log-lineezr modell, jfr. kapittel 6

I problemer med strukturelle nuller setter vi de U-parametrene
lik null som svarer til kombinasjoner med sannsynlighet null. I
eksemplet 1 9.1.a vil vi altsa sette u;i = 0. Har vi fler enn to
variable, md vi ogsa sette f.eks. alle Mosp = 0. Dette er forklart
i dataprogrammene for log linezre modeller, f.eks. i ECTA-manualen.
Der finnes ogsd programmer for testing av kvasiuavhengighet (se avsnitt

9.2 nedenfor). Jfr. BFH, Ch. 5 eller Fienberg [1978] 8.2 og 8.3.

9.1.3 Binar regresjon, jfr. kapittel 7

Som nevnt i avsnitt 7.1.6 sa setter vi a priori regresjonskoeffisienten

1lik null for ledd som ikke kan forekomme.
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9.2 Uavhengighet ? Kvasiuavhengighet

Vi ser at det 1 en tabell som 9.1.a ikke kan vare tale om

stokastisk uavhengighet mellom de to kategoriske variable, jfr. avsnitt

2.2, spesielt setning 2.2.1. Den betingede fordelingen for j = 4 kan
ikke vare lik fordelingen for j = 1 og j = 2 og j = 3 (unntatt hvis
Py; = Pyy = Py3 = 0, og i s& fall er ikke fordelingen for i = 1 1lik
fordelingen for i = 2, om da ikke alle pij = 0).

Vi kan analysere sammenhengen mellom de variable ved & utelate
data, jfr. 9.1.1, eller sld sammen data f.eks. sld j = 3 og j = 4
sammen til &n gruppe. Dette kan f¢re til vilkarlige resultater.

En annen fremgangsmite er & innf¢re begrepet kvasiuavhengighet.

Dette betyr at vi setter

pij = aibj for i =1,2 ogj=1,2,3

dvs. for alle pij > 0 unntatt Py, som ma vare lik Pyy
Samtidig skal de marginale sannsynlighetene vare som f¢r. Ved kvasi-

uavhengighet skal altsd tabell 9.1.b kunne skrives som i 9.2.a.

Tabell 9.2.a Kvasiuavhengige sannsynligheter

3\;] 1 ‘ 2 ‘ 3 . 4 Marg
1 a5y 31by a;bg Py P14
2 a2b1 a2b2 azb3 0 Py,

Marg Pyq P,y P,s P,y 1

- Vi finner i dette eksemplet at vi kan ha

W o P1r T Pas Y L
1 1 - Py 2 1 - Py ?
(9.2.b)
by =Pyp» by =Py by =P
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Vi estimerer altsd produktene i tabell 9.2.a ved & estimere a, og bj
v.hj.a. estimatene

~ n. ~ n, .
- 1+ o +]
Py - & Py -

lil

som vi s& setter inn i (9.2.b). S& sammenlikner vi de observerte data
med estimatene under nullhypotesen om kvasiuavhengighet, ved hjelp av
Xz—testen eller LL-testen. Antall frihetsgrader blir (I-1)(J-1) -
antall strukturelle nuller. I eksemplet altsa (2-1)(4-1)-1 = 2.

I dette eksemplet ser vi at kvasiuavhengighet betyr at sannsyn-—
ligheten pij skal kunne skrives som produktet av den marginale

sannsynligheten p+j og den betinget marginale sannsynligheten

P.. = D:,.
pilj = 1,2,3) = 722 -
Pyy
Vi finner
A~ 2
2 3 (n.. - n a.b.)
z=% ¥ ) - 3690
i=1 j=1 na.b.
1]

som selvsagt bekrefter at her tyder ikke data pa noen uavhengighet

mellom de wvariable.

I st¢rre tabeller og med andre problemstillinger er prinsippet
for kvasiuavhengighet det samme, men vi kan ikke i alminnelighet finne
eksplisitte l¢sninger for aibj eller tilsvarende produkter av hg¢yere
orden. I dataprogrammene,f.eks. ECTA, er det lagt inn iterasjonsrutiner
som fgrer til estimering av sannsynlighetene under hypotesen om kvasi-
uavhengighet, og testing av denne hypotesen. Jfr. henvisningen i 9.1.2

ovenfor.

Vi md selvsagt vurdere i hvert enkelt tilfelle hvilken mening

begrepet kvasiuavhengighet kan ha i det problemet vi analyserer.
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10. KAN VI TREKKE FORNUFTIGE KONKLUSJONER SELV OM VI HAR GALE
A PRIORI FORUTSETNINGER ELLER HYPOTESER?

Vi vet at den stokastiske modellen vi bruker for et problem og
et observasjonsmateriale aldri er "riktig'" i den forstand at den gir
en n¢yaktig beskrivelse av vidrt '"virkelige" problem. Vi md n¢ye oss
med & forsgke 3 f& modellen til 4 omfatte de vesentlige trekk i problemet

og si trekke konklusjoner som er holdbare gitt modellen. (Se f.eks.

kapitlene 1 og 2 i "utdrag av forelesninger i teoretisk statistikk"
av Frisch og Haavelmo [1971].).

Hvor avhengige er nd konklusjonene vi trekker av de forutsetningene
vi har gjort ? Kan spesifikasjonsfeil i modellen gj¢re hele den
statistiske analysen meningslgs ? Dette er selvsagt mulig, det er lett
4 finne eksempler pd det. Kanskje vi b¢r gj¢re ferrest mulige forut-
setninger om fordelingen av de variable i vdrt problem ? Dessuten b¢r vi
vel bruke metoder som er robuste mot spesifikasjonsfeil ? Prisen
vi md betale for 8 sikre oss slik, kan imidlertid vere at det ikke
blir mulig & trekke konklusjoner ut fra vadrt observasjonsmateriale,
teststyrken blir altfor svak. For & f& sterkere tester forsgker vi
derfor 4 trekke all den a priori viten vi mdtte ha om vart problem,
inn i modellformuleringen, sd& denne kan bli mest mulig spesifisert,
med den risiko dette innebzrer for feilspesifisering.

Vi kan ikke ta opp en generell diskusjon av hva som kan hende
hvis vi har gjort feilaktige forutsetninger. Vi skal bare se pa enkelte

problemstillinger som dukker opp, og som lar seg handtere.

10.1 "Gal nullhypotese' ?

I avsnitt 2.3.2 har vi skissert problemstillingen i vanlig
hypotesetesting: Vi formulerer en nullhypotese og visse alternativ
til denne. I alminnelighet er det alternativene som er interessante.
Noen forskere har motforestillinger mot & bruke en null-

hypotese som de pd forhdnd mener & vite er gal. Men poenget med
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nullhypotesen er ikke at vi tror den er riktig, den er bare en
beskrivelse av hvordan modellen mi vare hvis en interessant hypotese
ikke gjelder. (Se f.eks. Sverdrup [1977] avsnitt 2).

Ved vir testmetode kan vi trekke den konklusjon at alternativet

gjelder, hvis vi forkaster nullhypotesen.

10.2 "Utvidet nullhypotese"

Et annet problem med nullhypotesen kan vere at vi formulerer
den for "skarpt". Vi sammenlikner to binomiske fordelinger ved & teste
HO: P; = Py mot f.eks. Py * pz. I smd eller moderate observasjons-—
materialer-vil Qet ofte vere slik at-vi.ikke kan forkaste Ho' Men 1
virkelig store observasjonsmaterialer. finner vi en tendens til &
forkaste Ho selv om forskjellen i de relative hyppighetene vi har
observert er svart liten. Sp¢rsmilet er da om vi virkelig er
interessert i H0 slik vi har skrevet den med ngyaktig likhet, eller
om vi burde ha skrevet p, er "praktisk talt" lik Pys e.l.

Dette fenomen med forkasting av nullhypotesen i store observa-
sjonsmaterialer gj¢r seg ogsd gjeldende i analyse av flerveistabeller,
f.eks. ved uavhengighetstesting.

Et botemiddel er & finne en formulering for "praktisk talt likhet",
hvis det er det vi ¢nsker, istedenfor ng¢yaktig likhet.

Vi kan f.eks. i det binomiske eksemplet sette
HE < - <
HO c p1 p2 c

der c er et lite valgt tall, og finne et forkastingsomrdde for vir
testobservator som svarer til dette.
Se f.eks. Hodges og Lehman [1954] eller Bjg¢rnstad [1973] om

testing av uavhengighet i toveis tabeller.
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10.3. Tester som tar hensyn til at vi ikke klarer & formulere en

"riktig'" nullhypotese

I sin avhandling '""Robust inference in contingency tables" (1981),
fremhever Harald Goldstein isar to vanskeligheter vi ofte m¢ter i
analysen av flerveis krysstabeller: Vi vet svaert lite a priori om
strukturen i tabellen. Vi kan kanskje postulere at den simultane
sannsynlighetsfordelingen av de tellevariable er multinomisk (eller
Poisson, eller produktmultinomisk), men kan vi forutsette f.eks. en
eller annen form for uavhengighet, iallfall av h¢yere orden,mellom de
kategoriske variable, slik at tallet p& parametre i sannsynlighets-—
fordelingen kan reduseigi ? Kig vi skrive visse pijk = pij+
(avsnitt 4.3), eller Uijk = uij = 0 (avsnitt 6.5) e.l. ?
Det vi da ofte gjo¢r, jfr. f.eks. 'vanlig" bruk av ECTA-pregrammet,

Pk

(avsnitt 6.6), er & pro¢ve oss frem. Vi forsgker med ulike mdter &
redusere antall parametre pd, og bruker Xz—tester eller LL-tester for
& se om en eller flere av de "reduserte" modeller "passer" til data
(egentlig: om data passer til modellene). N&r vi s& har valgt ut
en muligens redusert modell ut fra dette, begynner vi & analysere det
problem som egentlig interesserer oss, og foretar tester eller
konstruerer konfidensintervall pd grunnlag av den reduserte modellen
vi har valgt ut.

Vi bruker altsd det samme observasjonsmaterialet til en rekke
ulike tester e.l., og kanskje uten & ta hensyn til at resultatet av
én test vanligvis vil influere bide pd valget av test og av sannsyn—
lighetsnivaet pa de senere stadier. Vi mister rett og slett kontrollen
over sannsynlighetsnivdet for var endelige konklusjon.

Til overmdl kommer sa det at ndr vi til slutt velger en testmetode,
sé& kan den vare valgt ut fra en "gal modell”. Anta f.eks. at vi ut

fra vdr innledende analyse er kommet til at vi vil anta

(10.3.a) pij = pi+p+j

i en toveistabell. Deretter Vil Vi teste:

Bt Pyy =Py WOt Pyy # Py
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Vi kan skrive H0 som

eller som Py =

P1+e Py 7 Poy Pyy Py1e

Vi vil vel her bli ledet til den testen vi fant i avsnitt 3.2.4, og

som EEEE forutsatte (10.3.a). Denne testen er altsd robust mot en

feilspesifikasjon av typen (10.3.a). Testen holder selv om (10.3 a) er gal.
Men s& enkelt er det ikke alltid. I alminnelighet vil en sterkere

spesifisert modell lede til en spesiell test som er forskjellig fra den

vi ville brukt uten den sterkere spesifikasjonen. Da kan fordelingen

av var spesielle observator vare en annen uten den sterke spesifika-

sjonen enn med, og dermed kan virt sannsynlighetsnivd og vdr konklu-

sjon vare gale. I eksemplet i avsnitt 6.5 er det forskjell pad & teste

den gitte nullhypotesen: uii = 0 og ui?i = 0, og det & teste en
o . .. 1
nullhypotese: uik = 0 nar vi a priori forutsetter at Ui?i =

I siste tilfelle far vi en LL-test med én df, mens vi i 6.5 hadde
2 df.

Goldsteins forslag til fremgangsmate kan skisseres slik:
Nar det gjelder det fo¢rste problem, s¢king etter en forenklet modell,
kan vi lete oss frem med "reduserte" modeller omtrent som omtalt
ovenfor. Men vi ser pa utvelgingsprosessen som et middel til & komme

frem til en tiln®rmet riktig modell, ikke som en testprosedyre for

"den sanne modell". Vi kan regne ut Xz—verdier eller LL-verdier som

vanlig, men vi tolker '

'smd" verdier (dvs. slike verdier som vi i dag kaller
"ikke signifikante") som en indikasjon p& at det er s& pass god
overensstemmelse mellom var reduserte modell og den sanne (ukjente)
modellen, at vi t¢r bruke den reduserte som grunnlag for vidr videre

analyse. Men vi pdstdr ikke at den reduserte modellen er riktig.

Vi gdr sd videre med analysen etter de kjente prinsipper, men vi
ma muligens velge et annet testkriterium, fordi fordelingen av vire
vanlige X2' eller LL-kriterier kan vare en annen under den generaliserte
nullhypotesen enn under en stringent nullhypotese. Vi m& finne en robust
observator som har samme fordeling enten den stringente formulering er riktig

eller ei. H.G. gir eksempler pd slike for store datamaterialer.
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11. FLERVARIABELPROBLEMER. HVORFOR B@R VI ANALYSERE FLERE VARIABLE SIMULTANT?
ER DET IKKE NOK A SE PR KRYSSTABELLER FOR DE VARIABLE PARVIS?

Nar vi hér et problem med et bestemt antall variable som vi vil
analysere simultant, skulle det fremgd av kapitlene foran hvordan en del
spesielle problemstillinger kan analyseres. Vi har imidlertid ikke sett
noe s@rlig pad den situasjon vi ofte m¢ter i praksis ndr vi har observert
flere (mange) variable: kan vi se pd de variable to ad gangen og kanskje
3 ad gangen for & finne ut noe om samvariasjonen ? Toveis- og noen tre-

‘veistabeller er jo enkle & sette opp og forstd. Men hvilke konklusjoner
tpr vi trekke av dem ? Vi bgr faktisk vere ganske forsiktige, viser det
seg. En simultan analyse av mer enn tre variable ser imidlertid mer inn-
viklet ut. Vi kan nok teste for uavhengighet og finne at det er avhengig-
het mellom de variable, men hvordan er egentlig avhengighetsforholdene ?

Her kan de nyere metodene, som omtalt i kapitlene 6-10, hjelpe oss
til & utfgre en simultan analyse slik at vi kanskje kan fa frem mer -
spesifikk informasjon om hvordan de variable avhenger av hverandre. Vi

skal se pd et eksempel som viser iallfall noen aspekter av dette.

11.1. Et eksempel med testing av to-veis tabeller og med simultan analyse

Vi har et observasjonsmateriale med fire variable, der vi er
‘interessert i hvordan én av de variable varierer med de tre andre. Data
er hentet fra en artikkel av J.E. Higgins og G.G. Koch i International
Statistical Review vol. 45 nr. 1, 1977. Vi har et noe annet formal
med analysen og bruker en annen metode enn forfatterne gj¢r. Deres
opplegg md8 vel kalles en form for 'dataanalyse" ved hjelp av en viss
bruk av regresjoner. Men deres konklusjoner blir omtrent som dem Vi
kommer til.

Data gjelder en sykdom i &ndedrettsorganene som hos oss kalles
"bomullsyke'", pd engelsk "byssinosis'. Den opptrer hos arbeidere i
bomullsindustrien. For & forenkle eksemplet sldr vi sammen en del grupper

i det opprinnelige observasjonamateriale, sd& vi far fg¢lgende variable:

y = 0 bomullsyke ikke observert

1 ——"— er observert
X = 0 arbeidsplass med lite bomullstev
=1 " " meget bomullstgv
x, = 0 ikke roker
=1 r¢ker
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0 under 10 &r pa samme arbeidsplass

o
1

1 10 &r eller mer pd samme arbeidsplass.

Observasjonene er gjengitt i tabell 11.1.a.

Tabell 11.1.a Antall observasjoner for de forskjellige kombinasjoner

av 4 variable

Arbeids~
tid Bomull- Lite st¢v Meget stov
syke X = 0 X = 1_ Sum
Ikke ro¢ker Roker Ikke ro¢ker Roker

Xq v X, = 0 X, = 1 X, = 0 X, = 1
< 10 ar Nei 0 1004 1340 119 203 2666
Xy = 0 Ja 1 12 14 7 30 63
210 ar Nei 0 986 1360 81 161 2588
Xy = 1 Ja 1 10 24 11 57 102

Sum 2012 2738 218 451 5419

N

Ialt 165 observasjoner av bomullsyke blant de 5419 observerte arbeiderne.
Vi ¢nsker & undersgke samvariasjonen mellom sykdomshyppighet og de tre

andre variable.

11.1.1. Testing av toveis tabeller

En gjengs fremgangsmidte er & se pa toveistabellene mellom sykdoms-
variabelen og hver av de tre andre variable for seg. Vi finner da ved a
bruke testen for store utvalg i avsnitt 3.1.2, jfr. 3.2.1 (sammenlikning
av to sannsynligheter), eller ved uavhengighetstesten i avsnitt 3.1.3,

folgende resultater:
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Bomull- Arbeidsplass
syke Lite sto¢v Meget sto¢v Sum
Nei
el 4690 564 5254 d = 20,33
Ja 60 105 165 som svarer til
Sum 4750 669 5419 z, = (@%) = 413,7
Roking
Bommull- Nei Ia
syke
Nei 2190 3064 5254 d = 4,48
Ja 40 125 165 som svarer til
Zh = 20
2230 3189 5419 —_—
1 Arbeidstid
Bomull-
syke < 10 &r > 10 &r
Nei 2666 2588 5254 d=3,17
som svarer til
Ja 63 102 165 z =10
h
2729 2690 5419

Med én frihetsgrad er 5-prosentfraktilen for 2z lik 3,84 og l-prosentfraktilen
er 6,63.

‘ Vi ser at i alle tre tilfellene er det signifikante forskjeller, d.v.s.
vi md forkaste hypotesen om uavhengighet mellom de variable i hver av
tabellene. Betyr dette at bomullstg¢v, r¢king og langvarig arbeid i
bomullspinderi hver for seg kan medfg¢re bomullsyke ? Kanskje ville vi ogsa
vere fristet til & si noe slikt som at meget st¢vet arbeidsplass betyr

mest, si& kommer r¢king, og deretter arbeidstid i denne industrien. Da

bruker vi imidlertid et rent 'dataanalyse''-synspunkt. Denne rekkef¢lgen

av testobservatorverdiene  gjelder for dette materialet, men vil vi
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f4 det samme resultat i1 et nytt materiale ?

11.1.2. Mettet line®r regresjon

La oss se pa en simultan analyse av alle variable. Vi velger metoden
i avsnitt 7.1, og uttrykker y som en line@r funksjon av x-ene, med alle

samvariasjonsledd inkludert.
Y = By ¥ Byxp ¥ Byxy o+ Baxg ¥ Bpox X, ¥ BygxyXy * BygXoxy

+ 8123x1x2x3 + tilf. avvik

(Vanligvis vil vi gi Bj fortlgpende nummerering, opp til 7, men en
nummerering som her gj¢r det lettere & huske hvilke variable Bj er

knyttet til). Vi finner at den estimerte regresjonen blir

p(y = 1|x1x2x3) = 0,0118 + 0,0437x; - 0,0015x, = 0,0018x, +

3
0,02 0,004 0,005
+ 0,0747X1X2 + 0,0658x1x3 + 0,0088x2x3 +
0,02 0,04 0,006

+ 0,0599x1x2x3.

0,05

Standardavvik beregnet som i avsnitt 7.1 stdr under koeffisientene.
En direkte tolkning av tallene, uten hensyn til usikkerhetene i koeffisientene,

md bli som fe¢lger:

BO tyder p& at det er en viss liten risiko for bomullsyke pa

en arbeidsplass med lite st¢v for ikke-r¢kere med kort arbeidstid.

81 tyder pd at meget st¢v pd arbeidsplassen ¢ker risikoen, selv
for ikke-ro¢kere med kort arbeidstid.

82 roking ¢ker ikke risikoen ved kort arbeidstid pd en arbeidsplass
med lite stov.

83 risikoen ¢ker heller ikke med arbeidstiden, for ikke-r¢kere

pa en arbeidsplass med lite sto¢v,
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612 Roking kombinert med st¢v ¢ker risikoen ytterligere, ut over
st¢pv alene

813 lenger tid pd st¢vet arbeidsplass ¢ker risikoen ytterligere
selv uten re¢king

823 Roking kombinert med lenger arbeidstid gir muligens en liten
¢kning av risikoen pa en lite st¢vet arbeidsplass

6123 Re¢king kombinert med lenger arbeidstid ¢ker risikoen ytterligere

pd en st¢vet arbeidsplass.

Vi ser at koeffisientene éz og ég er smd negative tall og ikke signifikant
forskjellig fra null. Vi md trygt kunne regne med at BZ = 0 og 63 = 0.
Av de ¢vrige koeffisientene er de tre siste egentlig ikke signifikante
hvis vi ser pd dem enkeltvis. P& den annen side er de av en viss st¢rrelses—
orden sammenliknet med de f¢rste, og vi vet at denne estimeringsmetoden'gir
stor varians pd de siste koeffisientene. Ut fra dette b¢r vi kanskje ikke
vere for snare til & tro at de ikke betyr noe.

En annen mdte & g8 frem pd er & sammenlikne de fire relative hyppig-

hetene

~ 1,110 ° ~M.01 7 "1.011 5 oM

P = > P = > P = og p =
1/110 ~ 0., 1101 0101 1]o11 N1t 1111 n.yq

ved en spesiell X2-test, se A. [1976],avsnitt 2, for & se om de er signifikant
forskjellige. Hvis de er det, vil vi ogsd finne signifikant forskjell ved

minst én sammenlikning av de fire siste hyppighetene (dvs. sannsynlighetene)

parvis (eller omvendt), ndr vi ved sammenlikningen bruker Véo 95.3 = V7,81 =
2,79 istedenfor normalfraktilen. I vart eksempel finner vi for pl[lll og
P1l101 2t

~ A

P1l111 ~ P1]101

/\2 . 1
‘/“ +03
P1l111

P1]101

Vi har 3,15 > 2,79, altsd signifikant ¢kning (pa& 5%-nivdet) av risikoen

for bomullsyke ndr r¢king kommer i tillegg til st¢v og lang arbeidstid.
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~

Vi kan sammenlikne andre par av p-verdier, men dette er nok til & vise at det
er signifikant forskjell mellom de fire p-ene.

Ut fra dette t¢r vi vel ikke uten videre slgyfe siste ledd i regresjonen.
Vi har brukt en mettet regresjon, dvs. at vi har igrunnen bare sammen-
liknet de relative hyppighetene av bomullsyke for de ulike kombinasjoner
av de tre ¢vrige variable.

Det kan vere et spg¢rsmidl om vi b¢r regne ut en ny regresjon, der vi

setter 82 = B, = 0 a priori. Dette innebarer at vi estimerer p(y|x1x2x3)—

3
verdiene p& en litt annen mdte, og de fir litt andre varianser enn i den
mettede regresjonen, men forskjellen er liten i dette tilfelle. Vi finner

*
p (y = 1|X1X2X3) = 0,0107 + 0,0449x1 + 0,0732x1x + 0,0640x1x

2 3 *

+ 0,0067x2x + 0,0621x1x

3 2%3°
I begge regresjonene i dette avsnittet vil et vanlig regresjonsprogram gi
standardavvik for koeffisientene som ikke gjelder i vare regresjoner, jfr.

avsnitt 7.1 om variansene i vart tilfelle.

11.1.3. Log-line®r analyse av eksemplet

Vi skal nd foreta den simultane analysen ved en log-linezr modell.

Ved hjelp av BMD P4F-programmet finner vi estimatene for log npyx X x.* jfr.

avsnitt 6.4. Vi bruker toppskrift b for bomullsyke-, s for ste¢vet

arbeidsplass—, r for rgke- og a for arbeidstidsvariabelen. Vi finner

~ ~ “b ~ “r "~a “bs “br “ba
log mpyyqp = My *+ My + g+ L L T R S T o T

st sa  ‘ra , "bsr , "bsa , "bra , 'sra , 'bsra
Mg ot Hpp P Mgt oHppp Mg foHp oM T M
= 4,386 - 1,587 - 0,467 + 0,373 + 0,052 + 0,615 + 0,144 + 0,129 +
+ 0,168 + 0,008 + 0,069 + 0,091 + 0,084 + 0,045 - 0,026 — 0,041.

Det estimerte (asymptotiske) standardavviket p& hver koeffisient er

o~= 0,049. Koeffisientene for andre kombinasjoner av variablene enn (1111)
f¥nner vi ved & skifte fortegn for ﬁ-ene i henhold til reglene i avsnitt

6.2, jfr. tabell 6.5.a.



Ser vi p& bomullsyke som funksjon av de tre andre variablene, jfr. avsnitt

6.8, finner vi estimatet for logodds eller logit, som

A _.b “bs “br “ba “bsr “bsa “bra
log Syyqqy = 2Hp * 2Hpp * ZHpy P 2Hpy P ZMpyg T Mgy Y 2Ny Y

= -3,174 + 1,23 + 0,288 + 0,258 + 0,182 + 0,168 + 0,09 -

(L
—
1
-
j=]
o
=
el
I

Setter vi z) -—1 ndr x

1 -, ) log, (=1 nar X4 1
i X 0, “J==-1" x. =0 - -1 " x 0,

kan vi skrive, jfr. avsnitt 6.8,

log Q ==-3,17 + 1,23z + 0,29z, + O,26z3 + 0,18z,z, + 0,17212

1 212223 1 2

+ 2 “bsra
111

3

172

+ 0,09z,z., - 0,08z,z,.z

Vi kan ikke tolke koeffisientene her helt analogt med

273 > 17273°

dem vi fant i den

line®re regresjonen. Der er koeffisient nr. 2, 3 og 4 uttrykk for "rene"

egenvirkninger av variablene, og de senere for samvirkning mellom to

(resp. tre) variable som kommer i tillegg til summen av egenvirkningene.

0,082.

+

I den log-linezre modellen er alle koeffisientene uttrykk for gjennomsnitts-

virkninger pd de ulike plan. Vil vi se pd virkningen

av roking alene pé

en lite stgvet arbeidsplass og for kort arbeidstid, md vi se pa

log Q ]

1]-1 1-1 ~ toe ¥y

1]

Dette betyr at odds for r¢king alene estimeres til ca.

ikke r¢kere ndr de andre to variablene heller ikke er
resultat som regresjonsanalysen ga (med mettet modell

vi jo f& de samme resultatene). Vi kan direkte regne
14 12

tabell 3.1.a og finner T340/ (004

= 0,87 som stemmer

0,576 - 0,364 - 0, 18 - 0,164

“br “bsr “bra “bsra

4u + 4u =

1(-1-1-1 4“11 - 4U111 - 111 1111

0,88 gange odds for
positive, dvs. samme
i begge tilfelle skal
ut oddsforholdet fra

bortsett fra avrunding.

- 0,132.
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Tilsvarende finner vi at

“bsr “bra “bsra
Auppy * oM T MM

log Q2 - log Q 4u11

1[111 1j1-1 1

0,576 + 0,364 + 0,18 - 0,164 = 0,956.

Dette vil si at ndr alle tre variable er positive sd er odds 2,6 ganger sd
stor som for en ikke-rgker med positive verdier av de to andre variablene.

57 /11

Direkte regning fra tabell 1l.l.a gir ogsa 161/ 81 = 2,6.
Selve p-verdiene er pl!lll = 0,26 og p1|101 = 0,12. Den negative verdien
av u?i{i betyr altsd ikke at odds for sykdomstilbgyeligheten gdr ned ved

lang arbeidstid i tillegg til st¢v og reking, men bare at den ¢kning vi far
ved & addere de tre fo¢rste koeffisientene er noe for hgy og md reduseres litt.

Vi ser av estimatet for log nPi117 foran, at mange av de siste leddene,
f.eks. fra Ull og utover, ikke er 31gn1f1kante ved en vanlig (tilnzrmet)

normaltest. Tilsvarende ledd i log @ er de 4 siste. En vanlig

1|z, z
fremgangsmdte er da & slgyfe de 7 siste }eadene ilog npllll’ og dermed

de 4 siste i log og s& undersgke om estimeringen gir '"god til-

llz Z,2
pasning" som omtalt i avshitt 6.5. Vi har ikke funnet det forsvarlig & slgyfe

s3 mange ledd i dette eksemplet. Vi har foretatt en estimering med

“sra  “bra “bsra .. . .
plll . ulll og u1111 1ik null, dvs. at de to siste ledd i log Qlixl 2 %,
settes lik null. Resultatet er
b bs br ba bsr
log Ql|x1x2x3 = - 3,172 + 1,2121 + O,BOz2 + 0,28823 + 0,18221z2. +
bsa

+ 0,1562123

LL-test og xz—test med 3 frihetsgrader gir begge verdien 2,02 slik at til-
pasningen er god nok. Standardavviket pd hver av koeffisientene (2u?i osv.)
er ca. 0,0485 x 2 = 0,097. I dette tilfelle finner vi f.eks.

*
- log R = 0,6 + 0,364 = 0,964,

1]1-11

altsd et forholdstall pd 2,62, som ikke avviker stort fra det vi hadde i

den mettede modellen.

Det gj¢r ingen forskjell & slgyfe de siste leddene her.
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11.2. Konklusjoner

11.2.1. Feilaktig pdstand om "virkningen' av de enkelte variable

Ut fra testingen av toveis tabellene alene, kunne vi kanskje tro at

mye st¢v, rgking, og lang arbeidstid i bomullsindustrien hver for seg

kan ¢ke risikoen for bomullsyke for arbeidere i bomullsindustrien. Men

den simultane analysen viser at hverken rg¢king eller lang arbeidstid ¢ker

risikoen nir det er lite st¢v pd arbeidsplassen. Derimot kan r¢king og
lang arbeidstid hver for seg ¢ke den risikoen som allerede gjelder pa
en arbeidsplass med mye st¢v. Og vi kan ikke se bort fra den mulighet
at bdde re¢king og lang arbeidstid kombinert ¢ker risikoen ytterligere.

I dette eksemplet kommer disse resultatene spesielt tydelig frem i
den direkte regresjonsanalysen.

I den logline@re analysen md vi regne videre ved hjelp av de esti-
merte koeffisientene for & finne disse resultatene.

Ved andre problemstillinger kan tolkingen av den log lineare analysen

vere enklere.

11.2.2. Feilaktig "vraking' av variable

Hvis vi i vart eksempel hadde sagt ut fra resultateme i 11.1.1.
"arbeidstid betyr lite sammenliknet med st¢v og re¢king, vi slgyfer arbeids-
tid i den videre analysen", sd ville vi ikke fétt frem at arbeidere med
lang arbeidstid har en st¢rre risiko pa en st¢vet arbeidsplass eller/og
hvis de re¢ker.

Det kan vare en betenkelig praksis & velge '"forklaringsvariable" ut
fra analysen av toveistabeller alene. Resultatet av toveisanalyser kan fa
en til bade & overvurdere og undervurdere spesielle samvariasjoner.

Hver av dem avhenger av de ¢vrige samvariasjoner i materialet.

11.2.3. 1Ikke ta med for mange variable i analysen

Det som er sagt ovenfor betyr ikke at vi skal ta med flest mulig
variable i en simultan analyse. For mange variable kan fg¢re til at vi
ikke far frem interessante resultater i det hele tatt.

Det lgnner seg & velge ut variable slik at vi ikke fér med mer enn &n
fra en gruppe som vi a priori vet m& vere sterkt korrelert. Da tar vi med
den ene som en "representant" for hele gruppen. I eksemplet ovenfor kan
det tenkes at alder som en ny variabel ville vert sterkt korrelert med

arbeidstid i industrien, slik at det ville vart vanskelig & tolke koeffisientene
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for alder og arbeidstid. Hvis vi vet a priori at det kan vere en tendens til
¢kende bomullsyke hyppighet med alderen, uavhengig av arbeidstid i bomulls-
industrien, s& mi vi, om vi slgyfer alder i analysen, regne med at den ¢kende

tendens med ¢kende arbeidstid inkluderer en viss ¢kning med alderen.
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12. NOEN FA ORD OM SPESIELLE PROBLEMSTILLINGER OG METODER SOM IKKE ER
NEVNT FORAN

Det finnes mange problemstillinger og en mengde analysemetoder som
vi ikke kan f& med her. Det skyldes dels plasshensyn og dels at ikke alle
er sd viktige lenger, etterat nye metoder som det er utviklet gode
EDB-programmer for, er kommet i bruk.

Vi skal kort nevne noen mer spesielle problemstillinger og vise til

litteratur hvor de er behandlet.

12.1. Estimering av sannsynlighetene i de enkelte ruter, Pseudo-Bayes

estimering

Hvis vi har funnet en modell for simultan estimering i en flerveis-—
tabell, f.eks. log-linear som i kapitel 6 eller linear som i avsnitt
7.1, kan vi selvsagt estimere de enkelte sannsynlighetene pij...g i hele
tabellen ved hjelp av denne.

I noen tilfeller ¢nsker vi kanskje ikke & ga veien om en slik modell.

Vi kan da estimere sannsynlighetene direkte ved de relative hyppighetene

1
= -n
n

ij...g ij...g"

Men har vi tilfeldige nuller eller ruter med smd tall, vil de tilsvarende
estimatene vare dirlige. Vi kan ¢nske oss en viss '"utjevning' av observa-
sjonene f¢r vi estimerer, fordi vi a priori regner med at det md vare et visst
"mgnster" i sannsynlighetene. Det kan f.eks. ikke vaere s3 stor forskjell
mellom sannsynlighetene i to naboruter, eller vi mener det er st¢rre sann-
synligheter i visse ruter (hoveddiagonalen f.eks.) enn'i de ¢vrige.

Pseudo-Bayes estimering er utviklet for slike situasjoner. En starter

med & konstruere et sett "a priori sannsynligheter" ut fra a priori innsikt
eller bare ut fra inspeksjon av data. S& trekkes disse a priori sannsynlig-
hetene inn ved den egentlige estimeringen av pij g ut fra data. Metoden

er bl.a. beskrevet i BFH, Chapter 12.
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12.2. Tidsrekkedata, Markovkjedemodeller

Hvis vi observerer variabelverdier for de samme telleenhetene pa
to eller flere forskjellige tidspunkter, har vi tidsrekkedata. Et

eksempel er om vi i meningsmilinger sp¢r de samme personene maned etter

midned hvilket parti de ville stemme pd hvis det var valg i vedkommende
mdned. Vi fir data som vi kan sette opp i en flerveistabell. Denne bor
¢yensynlig analyseres under hensyn til den avhengighet en md anta mellom
tallene pa de ulike tidspunkter.

Det er utviklet Markovkjedemodeller for slike og lignende problem-—

stillinger. Se f.eks. BFH, Chapter 7 med litteraturhenvisninger,
E.B. Andersen [1980] ,Chapter 7, eller et eksempel pd en 2 x 2-situasjon
i Cox [197Q], avsnitt 5.7.

Demografiske problemer kan pgsé i mange tilfeller uttrykkes ved

Markovkjedemodeller.

12.3. Stianalyse, rekursiv analyse av kategoriske variable. Retrospektive

analyser

I avsnitt 6.8 og kapitel 7 har vi sett pa problemer der &n variabel
betraktes som funksjoner av de ¢vrige. Vi kan ogsd ha problemer med
simultane likningssystemer mellom de variable, der vi ¢nsker & finne ut
hvordan de variable innvirker pa& hverandre. For kvantitative variable
finnes det analyseteknikker som stianalyse, rekursiv analyse og ¢konometriske
metoder for simultane systemer, se henholdsvis Laake [1977], Asher [1976]
og larebgker i ¢konometri.

Det er ogsd@ utviklet en form for stianalyse og rekursiv analyse for
kategoriske variable. Se f.eks. Fienberg[1977],Chapter 7 med henvisninger.

I Manski & Me¢ . Fadden [1980]behandles kategoriske variable i ¢konometriske
modeller.

I Fienbergs avsnitt 7.5 er tatt med litt om retrospektive studier,

dvs. at en ut fra de foreliggende observasjoner forsg¢ker & gi tilbake og
observere andre variable som kanskje kan "forklare" f.eks. ulikheter mellom

grupper 1 primermaterialet.



- 163 -

12.4. Latent struktur analyse

En problemstilling som ofte opptrer ved psykometriske eller medi-
sinske undersgkelser, men ogsd i andre sammenhenger, er at vi md anta
at det kan vere individuelle ulikheter mellom de telleenhetene (individene)
vi observerer. I blant kan vi postulere at settet av observerte variabel-

verdier, x "Xg hos et individ avhenger av en verdi av en ikke

X5
observerbai (iller latent) variabel 6. Hvert individ kan alts@ ha sin
egen verdi av 6. I fordelingen av de variable (xl,xz,...,xg) for ett
individ opptrer altsd O-verdien som en ukjent parameter, som varierer
fra individ til individ.

Latent strukturanalyse, se f.eks. Andersen[1980] Chapter 6, er

utviklet for kategoriske variable. Se programmet GELAST, Anderson & Weinbergl[1983].

Mer generelt er latent struktur analyse utviklet fra Lazarsfelds arbeid
i begynnelsen av 40-&rene. Den har bl.a. fort til klassifiseringsmetoder
for problemer der en regner med diskrete latente variable, som latent

klasse analyse for dikotome variable, og latent profil analyse for

kontinuerlige observerbare variable. Se f.eks. programmet LPA 2, Mardberg[1977].

12.5. Skalering av responsmgnstre

Anta at vi sp¢r n personer om de vil svare ja (1) eller nei (2) pa
hvert av m spgrsmil (items). Vi ¢nsker & ordne de m spg¢rsmdlene etter

hvordan svarene faller. Anta at vi f.eks. for m = 4 kan ordne dem slik:

Ordnede sp¢rsmdl nr.

Svar: 1 1 1 1
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Hvis det nd ikke finnes andre svarmgnstre, som f.eks. (2 1 1 1) eller

(2 1 2 1), s3 danner spgrsmidlene en "perfekt Guttman skala". En slik

skala kan sd brukes til & klassifisere nye individer etter svarmgnster o.l.
Vanligvis kommer en ikke uten videre frem til en slik "perfekt'" skala.

Hvordan et materiale analyseres for & komme sd nzr som mulig, finner en i

lerebgker i f.eks. psykometri. Se ogsd Fienberg[1978],sist i avsnitt 8.4.

12.6. Klassifisering, diskriminantanalyse

Anta at vi har en populasjon (kanskje hypotetisk), der hvert individ

kan henregnes til &n og bare en av to eller flere klasser A , A, osv.

1> 72
Vi har et observasjonsmateriale av kategoriske variable for en rekke
individer i hver klasse. Ut fra dette materialet vil vi lage en klassi-
fiseringsregel, basert pa kombinasjoner av variabelverdier som er
karakteristiske for de ulike klassene. Denne regelen vil vi bruke

for & plassere et nytt individ (fra en ukjent klasse) i en av klassene

ut fra den variabelkombinasjon vedkommende har.

Den klassiske diskriminantanalysen er utviklet for normalt fordelte

variable. Det finnes nd ogsd en diskriminantanalyse for kategoriske

variable. Se f.eks. Andersen, [1980], avsnitt 5.13.
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TREDJE DEL

Dataanalyse

1. HVA MENES MED DATAANALYSE?

Som nevnt i avsnitt 1.4 i innledningen, kan vi ha et datamateriale, kanskje
stort og med mange observerte variable, men vi har liten a priori viten om
samvariasjonsm¢nster og eventuelle teoretiske sammenhenger mellom de variable.
Da ligger det nar & forsgke 4 fa "tallene selv til & tale". Gamle velkjente
midter & forsgke seg frem pd, er & dele opp materialet pd ulike vis, regne
gjennomsnitt, spredningsmdl, korrelasjoner, sette opp hyppighetsfordelinger
og spredningsdiagram, osv. Med utviklingen av datamaskinene er det etterhvert
kommet mange teknikker for & f& frem eventuelle mgnstre i data, med
grupperinger som maskinen leter frem ut fra gitte kriterier. Det er ikke
lett & f& eller & gi en oversikt over hele dette feltet idag. Det finnes
et stort antall ulike fremgangsmdter og dataprogrammer.

Vi skal forsgke & beskrive i store trekk noen £ mer kjente fremgangsmiter
men vi vil avstd fra & gi detaljerte anvisninger p@ bruken av dem. En er
nedt til selv & sette seg inn i mulighetene og i bruken av det enkelte
program, sd en kan velge ut fra de data og ¢nskemdl en har.

Det finnes bgker som gir dels noe av "filosofien' bak og dels eksempler
pd bruk av ulike fremgangsmdter for forskjellige typer av data. Tukeys
"Exploratory data analysis" fra 1977, eller "Exploring data analysis', ed.
Dixon & Nicholson 1974, er et par eksempler. I "Modern Data Analysis',
ed. Launer & Siegel 1982, kan en badde se hvor lite strukturert feltet
er, og finne beskrivelse av enkelte metoder. Disse bgkene gir imidler-
tid ikke egentlig innf¢ring i bruken av de metodene som vel er det mest

anvendte for kategoriske data og tar ikke spesielt sikte pa slike.

Det som hittil har vart mest brukt, er ulike former for klyngeanalyse

(cluster analysis),automatisk interaksjonsdeteksjon,AID, multippel

klassifikasjonsanalyse, MCA, eller nyere metoder som korrespondanse analyse.

De tre f¢rstnevnte er egentlig utviklet for kvantitative variable, men kan
brukes for kvalitative variable ndr kategoriene kan defineres menings-
fylt ved tall, f.eks. ved dikotome variable med verdiene O og 1. AID og
MCA brukes ndr en vil uttrykke eller "forklare" en av de variable som

funksjon av de ¢vrige, jfr. avsnitt 6.8 og 7.1.
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Opprinnelsen til det vi her kaller ''myere metoder', strekker seg ganske
langt bakover i tiden, iallfall til 1930-arene, men det er datamaskinene som
har satt fart i utviklingen av metoder for store datamateriale med mange
variable. En del av metodene kan betraktes som analogier med tilsvarende
multivariable analysemetoder for kvantitative variable, som prinsipale
komponenter, kanonisk korrelasjon, klassisk multidimensjonal skalering,
diskriminant analyse, o.l.

Vi kan se pd et problem med n observasjoner av m variable som et problem
med n punkter i m-dimensjonalt rom. Metodene gir gjerne ut pd & s¢ke & gi en
tiln®rmet beskrivelse av denne punktsvermen i et rom av lav dimensjon, f.eks. i
to eller tre dimensjoner. Dette kan en gj¢re ved & spke & transformere de
variable, slik at en far nye variable som er kombinasjoner av de opprinnelige
variable. De nye har den egenskap at en st¢rst mulig del av variasjonen i
det opprinnelige "rom" blir fanget opp av noen f&, én, to eller tre av de nye
variable. Hvis det f.eks. er slik at to nye variable fanger opp det meste av
variasjonen, sd betyr det at hvis vi kunne "se" i det m-dimensjonale rommet,
sd ville vi oppdage at punktsvermen ligger "nesten" i et plan mer eller mindre
pé snei. Det er dette planet vi vil frem til ved transformasjonen av de
opprinnelige variable. (jfr. analogien med & se pi en regresjonslinje som en
"tilnzrmelse" til punktsvermen i et spredningsdiagram.) Det finnes flere
variasjoner og utviklinger i ulike retninger over dette temaet. Vi skal fors¢ke
4 forklare litt om korrespondanseanalyse, som er en spesiell teknikk for analyse
av krysstabeller (kontingenstabeller). Andre lignende metoder er beregnet
for datamatriser, jfr. 13.1. Disse nyere metodene kombineres ofte med grafisk
fremstilling av resultatene, slik at en skal kunne "se" og tolke karakteristiske
trekk ved data f.eks. ved 4 studere hvordan "bildet" av punktsvermen ser ut i

et plan.

Nir en taler om grafiske metoder, si gjelder det vanligvis grafiske

fremstillinger av data etter at visse beregninger er utfgrt. Dette kan gjeres
pd mange trinn i dataanalysen som et visuelt hjelpemiddel til & "f3 en
oversikt over data'", til & vurdere resultater underveis i beregningene, og
til & vurdere det endelige resultat.

Selvsagt blir de vanlige statistiske teknikkene vi har omtalt i del II,
ogsd brukt for dataanalyse formil, jfr. avsnitt 6.6. En pr¢ver seg da frem

med forskjellige teknikker og modeller til en finner noe en synes "passer".
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En md vaere oppmerksom pd at hvis en bruker statistiske tester i
slik pre¢ving, eller i forbindelse med rene dataanalyseprogrammer, sa
mé dette betraktes som et rent formelt hjelpemiddel. En kan ikke regne
med at de vanlige signifikansnivdene gjelder, med mindre en har lagt opp
analysen pad en spesiell mdte som tar vare pad dette problem. Jfr. avsnitt 3.4.2

eller Sverdrup [1977], slutten av avsnitt 2.

13.1. Datamatrisen

Beskrivelsen av mange av disse metodene tar utgangspunkt 1 at vi har

data i form av en datamatrise. Dette er en liste over de enkelte observerte

enhetene med observert verdi av hver variabel skrevet p& en linje for hver
enhet, med de variable i samme rekkef¢lge for hver enhet. Data i tabell
1.1 vil f.eks. vare gitt som antydet i tabell 13.1.a. De to variablene kan

uttrykkes ved bin®re variable som antydet.

Tabell 13.1.a. Datamatrise for l¢nnstakere med observert arbeidstid og

yrkesutdanning.
Lo¢nnstaker Arbeidstid Yrkes-

nr. utdanning
1 %2 *3

1 dag 0 0 uten 0

2 skift 1 0 med 1

3 dag |0 0 uten 0

4 natt | O 1 uten 0

5 dag 0 0 med 1
1318 natt | O 1 med 1
1319 skift| 1 0 uten 0
1320 dag 0 0 | med 1

Generelt ser matrisen ut som i tabell 13.1.b, der Xij star for den

verdien en har tillagt variabel nr. j observert for enhet nr. i.
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13.1.b. Datamatrise

Variabel nr.

Enhet 1 2 3. ... m
nr. %, x, Xg oo o o . X

1 X X X .X
11 12 13 Im
2 21 %22 %23 © Fon
3 31 %32 %33 - “*3m
n *h1 %h2 *n3t o Xm

I litteraturen om dataanalyse er det ofte en tabell som 13.1.b som blir
kalt en toveistabell. Terminologien er altsd da en annen enn den vi har

brukt i del I og II.

13.2. Klyngeanalyse (cluster analysis, clustering methods)

Klyngeanalyse gdr ut p& & sortere de observerte enhetene i forholdsvis
homogene grupper som ikke er definert p& forhdnd. Enhetene i en gruppe
skal "likne" hverandre mhp. de observerte variable p& en narmere definert
mite. Enhetene i ulike grupper skal vare "forskjellige" fra gruppe til
gruppe.

"Likhet" og "ulikhet" defineres ved hjelp av en likhets— eller av-
standsfunksjon (eller — mdl). Det finnes mange slike funksjoner, og mange
madter & foreta sorteringen pd. Manualen for TROLL-programmet "CLUSTER ANALYSIS",
D 0070Q, angir 10 uiike "proximity measures' som programmet kan bruke.

For "CLUSTAN" programmet er det angitt 40 slike mdl. De fleste er
definert for kvantitative variable, men det finnes en del alternativ for
binare variable.

Et vanlig avstandsmal mellom to observerte enheter, e, og e, er den
sdkalte Euklid-avstanden. Det er en generalisering til flere dimensjoner av
avstanden di . mellom to punkter i planet. Nar punktet for e, er definert

b

ved koordinatene x = X:q 08 Y = Xi,, 08 tilsvarende for de ¢vrige , er



- 169 -

_ 2 _ 2 2 2
X7 (k) - %, '

I m dimensjoner har vi tilsvarende

, m
di r=Z (x . - x..)
)T jop T ij

Hvis "avstanden' skal ha en fornuftig mening be¢r xij vaere kvantitative
variable.

De fleste programmene kan brukes til & gi enten en hierarkisk eller
ikke-hierarkisk utvelging av grupper. Ved denne siste angir man selv
(eller programmet) hvor mange grupper en ¢nsker. Med utgangspunkt i en
mer eller mindre vilkdrlig angitt fe¢rste gruppering unders¢ker maskinen
gjennomsnittspunktet i hver gruppe. S& blir punkter i gruppen som
ligger langt fra gjennomsnittspunktet,tatt ut av gruppen, mens andre
punkter som ligger nar dette, tas inn. Dette gjentas i flere omganger til
en kommer frem til grupper der enhetene ligger ner hverandre, slik at
spredningen innen hver gruppe, og summen for alle grupper er "liten" i
en narmere definert forstand.

Ved aggregert hierarkisk gruppering tas det utgangspunkt i avstandene
mellom enhetene. Det lages fg¢rst grupper med to enheter som ligger nar
hverandre. S& samles to grupper som ligger ner hverandre i en nermere
definert forstand. Dette fortsetter sd til visse gitte kriterier er oppfylt.

Hierarkisk gruppering kan ogsd@ begynne med at alle enhetene samles
i to grupper, med minst mulig spredning, si deles hver gruppe videre,

jfr. avsnitt 13.3.
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13.3. AID. Automatic Interaction Detection

AID-programmene er utviklet for & analysere hvordan en bestemt av
de observerte variable, y, (den "avhengige variable') samvarierer med de
¢vrige observerte variable K sKgsKgs oo es X (forklaringsvariable, prediktorer)
nir vi ikke p& forhind kan si noe om hvordan samvariasjonen ser ut for hver
telleenhet. Vi antar altsi her at vi har observasjoner av (m+l) variable. Vi
kan f.eks. ikke forutsette linear regresjon e.l. AID-programmet er utviklet
for kvantitative variable, men kan ogsi brukes med kategoriske forklarings-
variable, samt ndr y er dikotom og kan gis verdiene 0 og 1. Det bg¢r bare
brukes for store datamaterialer.

Det finnes et program CHAID som er laget for en kategorisk y med fler
enn to kategorier, og som har en del andre modifikasjoner i forhold til AID.

"

Det er beskrevet av G.V. Kass: " An Exploratory Technique for Investigating
Large Quantities of Categorical Data", i tidsskriftet MApplied Statistics"
Vol. 29, no. 2, 1980, pp. 119-127. CHAID ser ikke ut til & vere kommet til
Norge enda. Et tidligere program for kategoriske variable, THAID, har
visstnok ikke vunnet sarlig utbredelse.

AID kan operere med ulike avstandsfunksjoner. Mest brukt er den
vanlige kvadratsummen av avvik fra gjennomsnittet for y-ene. For alle
n observasjonene har vi

n

d=% (y. - 97, der y =
. 1
1=1

=2
F-MB
<

=1

(I dataprogram kalles d ofte for TSS, Total Sum of Squares). For en
gruppe nr. k har vi tilsvarende

" _ 2

de = I (5 = vy
1=1

der n, er antall enheter i gruppen og ?k gjennomsnittet. Prinsippet er &

dele inn enhetene i grupper som gj¢r X dk minst mulig (under visse bibetingelser).
Dette er det samme som & gj¢re i nk(§t - ;)2 (ofte kalt BSS) ste¢rst mulig.
Vi har nemlig sammenhengen 9

d=Iq +Zn ¥, = 9.

Gruppene kan dannes ved hierarkisk eller ikke-hierarkisk valg av enheter.

I den norske DDPP-pakken (og mange andre) er den hierarkiske prosedyren slik:
I forste trinn spker programmet & dele inn enhetene i to grupper, nr. 1 og 2,
slik at d1 + d2 gjores minst mulig. Her . spker programmet, for hver
forklaringsvariabel etter tur, gjennom ulike inndelinger i to grupper av
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kategoriene for den enkelte variabel, & finne den inndelingen som gj¢r
kvadratsummen minst mulig ut fra denne variabelen. S& velges den for-
klaringsvariabelen og gruppering blant alle de m som gir minst d1 + d2’

I neste skritt deles den gruppen som har st¢rst kvadratsum videre i to ved
spking blant de gjenvarende forklaringsvariable. Denne prosessen fort-
setter skritt for skritt inntil den stopper fordi visse fastlagte skranker
for antall grupper, antall enheter pr. gruppe, og st¢rrelsen pa kvadrat-
summene i forhold til den opprinnelige d, er nddd. P3 denne méten finner

en pd hvert trinn den forklaringsvariabel som har st¢rst samvariasjon med y
i vedkommende gruppe, og dermed det utvalg av forklaringsvariable som ser

ut til & "bety mest" for variasjonen i y.

Det blir gjerne beregnet en koeffisient som angir hvor mye den
opprinnelige kvadratsummen d (eller den tilsvarende variansen) er redusert
ved grupperingen. (Koeffisienten svarer til kvadratet av den multiple
korrelasjonskoeffisienten i en regresjon). Det sies ofte populart at
""s& mye av variasjonen i y forklares av de utvalgte x—ene'. Et slikt
utsagn er noksd lettvint og kan kritiseres av flere grunner. (Jfr. diskusjon
av korrelasjonskoeffisienten s. 9 og avsnitt 4 1 A 1980).

Spesielt mad vi vare oppmerksomme nadr y er biner. Da vil minimeringen
medfgre at programmet sg¢ker & skille enhetene slik at de som har y =1
fortrinnsvis kommer i én gruppe mens de som har y - 0 kommer i den annen.

En md forgvrig vaere klar over diverse begrensninger i muligheten
for & f& skilt ut de forklaringsvariable som har st¢rst samvariasjon med y.
Hvis det f.eks. er to (eller flere) forklaringsvariable som har sterk
innbyrdes samvariasjon, sd vil de i alminnelighet gi omtrent samme opp-
splitting i to grupper. Hvis én av dem kommer ut som en "god" forklarings-—
variabel, sd vil den (de) andre ha liten sjanse til & komme med senere.

Det gjelder her som ellers i multivariabel analyse at det ikke lg¢nner
seg & ta inn sett av forklaringsvariable som er sterkt korrelert, jfr.

avsnitt 11.2.3.

Ikke-hierarkisk gruppering kan en fa ved pa forhdnd & spesifisere det

antall grupper en vil ha frem, og som skal velges ut slik at X dk blir
minst mulig, gitt visse bibetingelser. k

En referanse for AID er Sonquist, Baker og Morgan, [1973].
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13.4. MCA. Multiple Classification Analysis

Anta at vi har samme problemstilling som i avsnitt 13.3, vi vil se pa
samvariasjonen mellom en variabel, y, pa den ene siden og et sett av
"forklaringsvariable'" eller "prediktorer" X sXgs e e X pa den annen. Vi vet
lite p& forhdnd, og vil forsgke & finne de forklaringsvariablene som ser ut
til & bety noe, og eventuelt hvor meget de betyr.

MCA er en teknikk for & gj¢re dette. Programmet er primert utviklet
for kvantitative variable, men kan ta kategoriske forklaringsvariable og
en dikotom y. For hver av forklaringsvariablene defineres det en rekke
klasser eller kategorier. Vi kan ha kategori nr. j = 1,2,...,J for x

k=1,2,...,K for x

1’
9 4 = 1,2,...,Q for Xys OSV©. S4 setter vi for enhet
nr. 1 innen kategorien (j,k,q osv.):

= U + a + b, + Cq + .... + tilfeldig avvik. (13.4.1)

Yijkq ... k

Her er u forventningen av yijkq som estimeres ved gjennomsnittet, y,

av samtlige n y-verdier, mens aj, b 0sV. er parametre som estimeres

c
k’q
ved minste kvadraters metode, dvs. ved & minimere

ee.-y-a.=-b -c....)

TYXIT ... (y.. .
-(lekq ] k q

jkgq i

mhp. aj—ene, b, —ene, cq-ene osv. Det er vanlig & bruke bibetingelsene

k

slik som 1 variansanalyse.
I dette programmet brukes bare den additive sammenhengen (13.4.1)
for hver gruppe (j,k,q....). Det tas ikke med noen samvariasjonsledd,
slik vi har det f.eks. i (7.1.1), (7.1.5) eller (6.2.1). Det er derfor
tilradelig & unngd & ta med forklaringsvariable som har forholdsvis
sterk innbyrdes samvariasjon. Dette kan nemlig f¢re til feiltolkninger
om samvariasjonen mellom y og x—ene. Programforfatterne anbefaler en
bestemt bruk av AID-programmet for & plukke ut et passende sett av forklarings-

variable for MCA.
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En bgr helst ha mange observasjoner for & bruke MCA-programmet.
Resultatet kan ellers bli temmelig vilkarlig pga. f3 eller ingen observa-
sjoner 1 mange av gruppene. Som ''mdl" for betydningen av de enkelte
forklaringsvariable som kommer med i utskriften av programmet, blir det
oppgitt to koeffisienter for hver variabel:

En eta-koeffisient som gir uttrykk for den lineare samvariasjonen

mellom y og vedkommende Xj (med den gitte grupperingen) uten hensyn til
de andre x-ene i problemet. Eta svarer til en vanlig korrelasjonskoeffisient
mellom to kvantitative variable.

En beta-koeffisient som gir et uttrykk for samvariasjonen mellom y og

vedkommende xj nar alle de andre x-ene holdes konstante. Beta er analog
med en regresjonskoeffisient eller en partiell korrelasjonskoeffisient
i en multippel regresjon, men er beregnet pd en noe annen mite.

Det blir gjerne antatt at rangordningen av beta-ene for de x—ene som er
kommet med, angir den relative betydningen disse har for y. En stor beta
angir "stor betydning" og liten beta "liten betydning'". Dette kan veare
misvisende bl.a. hvis det er samvariasjon mellom x-ene.

En b¢r studere metoden og programmet mer inngdende hvis en vil bruke den.
Se f.eks. Andrews, Morgan, Sonquist & Klem, [1973].

Det er en bestemt sammenheng mellom betakoeffisientene og de regresjons-—
koeffisientene en vil f& ved & kjgpre en multippel regresjon for y mhp.
en rekke binare variable som definerer gruppene (j.,k,q ...). Se avsnitt
7.2 om definisjon av binare variable for en kategorisk variabel. Sammen-

hengen er nermere forklart hos Andrews & al.
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13.5. Korrespondanseanalyse (Correspondence Analysis, Analyse factorielle des

correspondances )

13.5.1. Idéen til korrespondanseanalyse tillegges Hirschfeld [1935], men

den er utviklet og hittil mest brukt i Frankrike, sarlig av Benzécri [1976]
og hans medarbeidere. Se f.eks. Lebart, Morineau & Tabard [1977],
Greenacre [1981], Sikkel [1979], de to siste pd engelsk.

For korrespondanseanalyse er det vanlig & tenke seg at datamaterialet
foreligger i en toveis tabell (kontingenstabell) som tabell 1.1 eller 1.2,
jfr. avsnitt 2.2.1. Tallene i tabellen, nij’ angir det antall av de n
observasjonene som har kombinasjon nr. i for forspaltevariabelen y og j for
hodevariabelen x. Hvis y angir bydel i Oslo, og x angir yrkesgruppe

(resp. grupper av ikke yrkesaktive), sd er Nyg 3ntall innbyggere i bydel

3 som er i yrkesgruppe 5. Linjesummene n,, = z nij angir innbyggere i
I j=1
bydel nr. i. Kolonnesummene n . =X nij angir antall innbyggere 1

yrkesgruppe j. Vi har observert inﬁﬁ%ggertallet

I J I

n==2x n. =X n. =3 z n...
. 1+ . . .
i=1 ] 1

Her er I tallet pd linjer (bydeler) og J er tallet pd kolonner (yrkesgrupper)
i tabellen. Det forutsettes at alle 5 > 0.
I korrespondanseanalysen er man interessert i to ting, som i :eksemplet

svarer til
1) & finne ut likheter/forskjeller mellom bydelene mhp. yrkesfordelingen,

2) & finne likheter/forskjeller i bosettingsm¢nster (-fordeling) for de

ulike yrkesgruppene.
Det er vanlig & se pd en tabell over de relative hyppighetene

n.. n. n

- _ij - i+ ]
hij o der hi+ o 08 h+j -
Na kan jo antallene N s Doy (resp. h1+, h2+ ....) vere svert ulike,

vi kan ha noen bydeler med forholdsvis f& innbyggere og noen med mange,

sd vi kan ikke uten videre sammenligne linjene i tabellen. Det tilsvarende
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gjelder for kolonne (yrkesgruppene). Det vi vil sammenligne for linjenes
vedkommende er de I betingede hyppighetsfordelingene etter x-gruppe (yrke),

jfr. tabell 2.2.b. For linje nr. i, ser vi pa fordelingen

h.. .
= =L =X for alle j.
1+

Sa kan vi sammenligne disse for de ulike i-verdiene (bydelene).
Tilsvarende vil vi sammenligne de J betingede fordelingene etter bydel

for yrkesgruppene, jfr. tabell 2.2.9. Dvs. vi ser pd "kolonnene"

.= = = —== for alle 1i,

og sammenlikner disse for ulike j-verdier (yrkesgrupper).
I stgrre tabeller er det ikke sa lett & foreta sammenlikningene
"p& ¢yemdl". Derfor er korrespondanseanalysen utviklet med sikte pd &

finne hvilke linjer, bydeler, som "likner hverandre" og hvilke som ikke

gjor det. Tilsvarende gj¢res det for kolonnene.

13.5.2. Sammenlikning av y-kategori (bydeler) mhp. fordeling etter

x—~(yrkes—) grupper

Vi tenker oss nd hver bydel (linje) "avbildet" i et J-dimensjonalt rom
ved ett punkt. Punktet for linje (bydel) nr. i har koordinatene hl[i’
h2|i""" thi' Vi har altsd en "sverm" av I slike punkter i det J-dimensjonale
rommet. (Punktene vil ligge i et (J-1)-dimensjonalt underrom, siden summen av
koordinatene er e€n.) Som avstandsmdl mellom to punkter, nr. i og nr. q, brukes

et kji-kvadratmdl d(i,q) der

J h.. h_.
2. 1 2 1 ij _ Tqi )
d"(i,q) =X +— (hj!1 ) X ( o

. = h,
J=1 43 il

19

Dette er valgt bl.a. fordi det endres lite hvis vi sldr sammen (eller
deler videre opp i) linjer (bydeler) som har omtrent samme fordeling etter
yrke (kolonner).

_ Vi ser at hvis den betingede fordeling etter yrke er svart lik for to
bydeler, f.eks. nr. i og nr. q, dvs. at de to tallene hjli og hjl i hvert

a

av de J tallparene er svart like, s& blir de enkelte differensene "(hj[i - hj[q)
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sma, og dermed md8 d(i,q) bli et lite tall. Dvs. at punkt nr. i og nr. q
ligger "n@r" hverandre. P& den annen side md d(i,q) kunne bli stor hvis
noen eller mange differenser er store i tallverdi. '"Vektene' 1/h+j kommer
ogsd inn her, vi ser at yrker med mange utg¢vere ikke fdr for stor vekt i
forhold til yrker med fa ut¢vere. Punkter med stor verdi av d(i,q) ligger
altsa "langt fra hverandre".

"se'" hvordan punktene i punktsvermen ligger

For & gj¢re det lettere &
i forhold til hverandre, er det neste skritt i analysen & forsgke & finne
et rom av lavere dimensjon som er slik at ndr vi projiserer punktsvermen
inn i det, sd& vil "avstandene'" mellom punktene i denne nye svermen gi gode
tilnermelser til "avstandene" d(i,q) i det J-dimensjonale rommet. Hvis vi
f.eks. projiserer punktene ned i et to-dimensjonalt rom, et plan, og tegner
inn de projiserte punktene i planet, sd kan vi se hvilke som ligger "nar"
hverandre og hvilke som har "lang avstand" i planet. Hvis punktene i
J-rommet faktisk ligger tilnermet i et plan, og vi har greid & finne
nettopp dette, sd& vil punkter som ligger ner hverandre i vart projeksjonsplan
ogsd ligge nar hverandre i J-rommet (og omvendt).

Ved & bruke minste kvadraters metode finner en (dvs. dataprogrammet)
forst frem til en koordinatakse for det nye rommet som er slik at punktenes
avstandsvariasjon langs denne er st¢rst mulig. S& finner en frem til en
akse nr. to som stir loddrett pd den f¢rste og som svarer til en ste¢rst
mulig del av den resterende del av variasjonen mellom punktene. Et plan
med disse to aksene vil nettopp vere det planet som '"passer best" i punkt-
svermen. Hvis det fremdeles er mye variasjon som ikke er tatt‘hensyn til,
(det er stor variasjon omkring det funne planet), kan en gd videre og finne
en akse nr. tre og kanskje nr. fire. Deretter regner en (dvs. dataprogrammet)
ut punktenes koordinater i forhold til de funne aksene.

Det er sd vanlig & tegne inn aksene i ett plan med akse nr. en og nr. to,
og deretter i et nytt plan med akse nr. to og nr. tre, osv. om n¢dvendig,
se 13.5.4 nedenfor.

[&atematisk sett er fremgangsmdten vel kjent. Med den gitte metrikk

gdr en ut fra matrisene
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S4 dannes

som er symmetrisk og ikke~negativ definit.

En finner egenverdiene for MJ,

og de tilh¢rende egenvektorene u., u,, u for de st¢rste egenverdiene.

1 3o
Dermed har en bestemt akse nr. en, nr. to, nr. tre osv. Vi ser her bort fra

en eventuell triviell rot A = 1.]

13.5.3. Sammenlikning av x-(yrkes—) grupper mhp. fordeling etter

y-kategori (bydeler)

I dette tilfellet ser vi p& hver yrkesgruppe som et punkt i et

I-dimensjonalt rom, med koordinater h for punkt nr. j,

.» hoj.y.0.,h_.
13> 2|; I|j
og j er 1,2,...,J. Avstandene mellom to punkter, nr. j og nr. r, 1

svermen av J punkter, defineres som kji-kvadratmilet d(j,r) der

M H

2 h.. h. 2

2,. 1 [ "ij ir

d (j,r) = —— (h,;. - h.,; ) =2ZX - - ) .
o1 hi+ ilj il \ h+j h+r

=)

P& tilsvarende mdte som skissert ovenfor, projiseres sa punktene i I-
rommet ned i et rom av lav dimensjon, og Vi ser pd avstandene i dette nye
rommet.

[Det er selvsagt bestemte forbindelser mellom lgsningene for de to rom.

De to matrisene M. og

J
_ ol il
MI = HD ~ H DI
har samme rang og samme egenverdier Al > AZ > A3 ... . Egenvektorene har
bestemte relasjoner, f.eks. for den st¢rste egenverdien Al har uy for

MJ og v, for MI sammenhengene
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-1
3 up-l

'1.
—— HD
— 1
LA I 1 o

13.5.4. Avbildninger i de funne plan (rom)

"Analysen'" av hver av de to punktsvermene gj¢res altsd ved at hver
av dem avbildes i ett eller flere plan. Det f¢rste planet har koordinat-
akser som svarer til de to st¢rste r¢ttene i1 datamatrisen, dvs. de som
gir st¢rst mulig variasjon mellom punktene.

Det er vanlig & avbilde begge svermene (med ulike symboler) i samme
plan. Grunnen til dette er at aksene og spredningen langs disse, er de
samme. Det kan ogsd vare en tendens til at bydeler med he¢ye verdier for
visse yrker, vil ha billedpunkter i det omrdde hvor disse yrkespunktene
finnes.

Men ellers har det ikke mening & se pd avstanden mellom et punkt

fra den ene svermen og et punkt fra den andre svermen

Derimot har det mening & finne ut hvilke punkter som ligger nar

hverandre og hvilke som er "langt fra hverandre" innen hver sverm.

Vi kan se om bydel nr. 1 og bydel nr. 8 ligger nar hverandre, dvs. om de
har en yrkesfordeling som er noksd lik. Og vi kan se om yrkesgruppene
nr. 3 og nr. 9 er nar hverandre, dvs. om bosettingsfordelingen over de ulike
bydelene er omtrent den samme. Men det har vanligvis ingen mening a
fortelle at bydel 8 og yrkesgruppe 9 ligger nzr hverandre.

Videre kan vi finne grupper av punkter som ligger nzr hverandre innen
hver sverm, osv.

Hva som kalles for "kort" avstand og hva som er "lang" vil vel avhenge
av bade av det problemet som blir analysert og av den som analyserer.

Det er ogsd vanlig & "tolke" de funne aksene pad tilsvarende mdte som
f.eks. i faktoranalyse, men vi vil ikke fors¢ke noe slikt her. En md bli

tilstrekkelig fortrolig med hele metoden f¢r en kan bruke den fornuftig.

13.5.5. Multi-korrespondanseanalyse.

Det finnes versjoner av korrespondanseanalyse for flerveistabeller,
se f.eks. Lebart et.al. (1977) og B¢lviken (1985). Bglviken har skrevet

et dataprogram for sin versjon av multi-korrespondanseanalyse.
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13.6. Grafiske metoder

Grafiske fremstillinger blir brukt som hjelpemiddel i nesten alle
typer dataanalyse, det har vert gjort siden statistikkens barndom. Hensikten
har i alminnelighet vart & gi oversikt over data eller & illustrere resultatene
av en statistisk analyse. I den senere tid er imidlertid grafisk fremstilling
tatt i utstrakt bruk ogsd i selve analysearbeidet. Det lar seg neppe gj¢re
a4 sette skille mellom "grafiske metoder" og andre metoder i dataanalyse.

De mest utpregede grafiske metoder idag gdr vel ut pa & sitte ved en
EDB-terminal og kalle frem bilder av kurver, spredningsdiagram, projeksjoner
osv., osv., pa en skjerm, og s& la utviklingen av den videre analysen bli
influert eller avgjort av det eller de bilder en alt har fatt frem. De
beregningsmetodene som ligger bak bildene er en del av dataprogrammet og er
selvsagt viktig for resultatene. ' Hensikten med dataprogrammene er gjerne
"to bring out hidden facts". For multivariable data finnes det bl.a.
"Projection Pursuit Methods" for & finne struktur i datamaterialet. Se f.eks.
Friedmann & Stuetzle (1981). I forbindelse med regresjonsberegninger finnes
det nd mange varianter av grafiske hjelpemidler, men de h¢rer ikke inn her.
Det fremgdr av dataprogrambeskrivelsene hva som finnes i hvert tilfelle.

En referanseliste over artikler om grafiske metoder finnes i en

oversiktsartikkel av Fienberg i The American Statistician, November 1979.

Vi skal gi en skisse av en ny metode som kan brukes ogsd for kategoriske

data.

P -plot for multippel testing

Det finnes at stort antall "plotterutiner" for diverse formdl. Schweder
og Spjg¢tvold (1982) foreslar plotting av p-verdier ved multippel sammenlikning
der en bruker et stort antall enkelttester for delhypoteser. Hver test til-
legges en P-verdi som er den observerte signifikanssannsynligheten (dvs.
sannsynligheten under nullhypotesen for & f4 en verdi av observatoren som
er like stor eller st¢rre enn den faktiske observerte).

Anta f.eks. at vi har en krysstabell (kontingenstabell) for to variable

og utfgrer sarskilt testing av alle de 2 x 2-tabellene som kan dannes i tabellen.
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La dette vere N stykker. Anta ogsa at vi kan teste uavhengighet mellom de
variable i hver 2 x 2-tabell ved Xz—testen i 3.1.3. For hver test observerer
vi en zh-verdi, la oss si zh,j for gest nr. j. For test nr. j kan vi regne

ut sannsynligheten, Pj’ for at en xy - fordelt variabel Z (med en frihetsgrad)
vil vare st¢rre enn det observerte tallet zh,j ndr nullhypotesen om uavhengighet
gjelder. Vi kan s& ordne de N verdiene l—Pj etter st¢rrelse og danne en
kumulert hyppighetsfordeling for dem. Denne tegner vi inn i et diagram med

1-P som abscisse og hyppigheten Nj (av (1—Pj)—verdier £ 1-P) som ordinat

Hvis alle nullhypotesene gjelder, sd vil punktene (1-P), N_ ligge pent ner

den rette linjen fra origo til punktet (1,N) i diagrammet.P Hvis ikke alle
de N nullhypotesene gjelder, men f.eks. NO < N av dem, sa vil det vare
forholdsvis flere smad P-verdier, dvs. flere store (1L - P.) verdier enn

det ville vere ved uavhengighet. Punktene i venstre del av diagrammet vil
ha en tendens til & ligge nar en linje med vinkelkoeffisient No’ mens resten

av punktene stiger raskt til h¢yre i diagrammet. Vi kan estimere NO ved

a fgye en rett linje til punktene til venstre i diagrammet.

(1,N)

0,2N, dvs. ca. 207 av nullhypo-
— tesene gjelder

1-P

Det er ikke helt lett & finne de statistiske egenskapene ved Np—verdiene
eller ved den estimerte NO. S og S har funnet et (stygt!) uttrykk for
var Np i tilfellet med xz—tester.

Ellers kan det vere vanskelig & komme med sannsynlighetsutsagn for de

slutninger en treffer ut fra denne metoden.
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FJERDE DEL

Avhengighetsmal

14. SUMMARISKE MAL FOR SAMVARIASJON MELLOM TO VARIABLE

Vi skal ganske kortfattet gi en oversikt over noen av de vanligste
"avhengighetsmidlene'" uten & ta med eksempler pa& bruken. Slike eksempler
samt diskusjon om tolkningen av de ulike mdl, finner en i BFH, chapter 1ll.
Vi skal holde oss til toveistabeller. Det er ikke uvanlig & ¢nske seg
et enkelt "mil" for samvariasjon eller overensstemmelse mellom to variable.
Dels vil en gjerne ha et numerisk uttrykk for styrken i en eventuell samvariasjon,
dels vil en trekke sammenlikninger mellom to eller flere situasjoner. Det
er imidlertid viktig & vare klar over at det er meget begrenset hva ett enkelt
mal kan uttrykke om en kanskje komplisert sammenheng. Nytten av det enkelte
mdl vil avhenge av problemstillingen: hvilken sannsynlighetsmodell, hva slags
samvariasjon er det tale om ? Bruken av de estimerte milene bg¢r i alle til-
feller suppleres med en test eller et konfidensintervall for den parameteren
vi er interessert i. Det kan vel hende at vi heller b¢r bruke en av metodene
i del II, enn bare & regne ut et enkelt "mal".

Det finnes en rekke ulike madl, vi skal kort omtale de vanligste av dem

og forspke & gi en viss presisering av problemstillingene.

14.1. Korrelasjonsmal

En gruppe av mdl kan sammenliknes med den vanlige korrelasjonskoeffisienten.
Vi definerer den empiriske korrelasjonskoeffisienten for n observasjonspar

av kvantitative variable, (xl,yl),...,(xn,yn) ved

m
Xy

=M B

r = L (= - )—{)(yi -y (14.1.1)

1
, der m. =4
S S v
Xy
er den empiriske kovariansen mellom x og y, mens de empiriske variansene er
-2

=l(yi -y

7
[}
Bl
HMB
S
H-MB

=1(Xi - x)  og sy =

Den tilsvarende teoretiske korrelasjonen mellom de variable x og y som

(Xi’ yi) er observasjonspar for,er

kovar (x,y)

f%y o Oy

der vi nd har de teoretiske variansene og kovariansen istedenfor de empiriske.
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Ikke s& sjelden blir r oppgitt som et midl for avhengigheten mellom x og y.

Vi md da presisere:

i) r er et estimat for pxy
ii) o er et uttrykk for styrken i den l{neere samvariasjonen mellom
Xy

x og y. Vi har jo

Qxy =1 (ogr=1) ndir y = a +bx med b > 0,
pxy = 0 ndr kovar (x, y) = 0, (14.1.2)
;&y =-1 (og r =-1) ndr y er a + bx med b < 0.

exy er positiv ndr den teoretiske lineare regresjonen for y mhp. X er
stigende med x, og negativ nér'den er fallende. Med denne bakgrunn kan
det ha mening & angi r som et midl for linear samvariasjon nar de variable
refererer seg til en imtervall skala, jfr. avsnitt 1.2.

For variable med ren nominell skala har det ingen mening & regne ut
r, resultatet vil jo avhenge av hvordan vi, mer eller mindre tilfeldig,
har ordnet hvert av de to settene med variabelverdier. Har vi ordningene
1: blad ¢yne, 2: gronne ¢yne, 3: brune ¢yne og l: 1lyst hdr, 2: r¢dt hér,

3: mgrkt har", kan vi f& "god korrelasjon", men permuterer vi én av skalaene
og ikke den andre, blir den neppe sd god.

Har begge variable ordinal skala, s3 gjelder ikke denne innvendingen.
Derimot md vi merke oss at tendens til linear samvariasjon mellom to
ordningsvariable ikke kan tolkes som "linear samvariasjon" mellom de to
egenskapene vi egentlig er interessert i, det er her en eventuell monoton
samvariasjon som indikeres (f .eks. inntekt og alder angitt ved inntektsgrupper

og aldersgrupper). I alle tilfelle er en korrelasjonskoeffisient et meget
primitivt '"mdl for samvariasjon'.

Spearmans rangkorrelasjonskoeffisient er den vanlige korrelasjonskoeffisienten
(14.1.1) brukt p& rangordningsvariable (i enkelte tekster kalles denne
empiriske koeffisienten for p, rho,, men det er ingen grunn til & gi den

et sarskilt navn her). I det spesielle tilfelle der hver variabel antar
verdiene 1,2,...,n 1 et sampel pd& n observasjoner (og det ikke finnes
sammenfallende observasjoner) blir uttrykket for Spearmans r (eller rho)
spesielt enkelt. Utregning og innsetting 1 r av de uttrykk vi far for

x,y,sx,sy og mXy gir
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n
6 2
=1 - — d7, der d. = x. = y.. (14.1.3)
r 1 n(n-1) (n+1) iil i er 44 % Yi

Hvis flere observasjoner har samme rang for den ene eller begge
variable, gjelder formelen ikke. (Vi kan i sd fall bruke "midtrangmetoden",
dvs. gi hver av de like observasjonene en rang som er gjennomsnittet av de

rangplassene de opptar i rekkefg¢lgen. Vi ma beregne r for det spesielle til-

fellet.)
For & finne ut om det er signifikant samvariasjon mellom de variable,

trenger vi fordelingen av Spearmankoeffisienten for p = 0. Det finnes

tabeller for liten n. Med sammenfallende ranger md8 fordelingen utledes.

I begge tilfeller er fordelingen asymptotisk normal, men n skal vere ganske stor
for approksimasjonen er god. Variansen pd r estimeres ved (1 - rz)/n.

Til n¢d kan en for n > 10 bruke en t-test som jo egentlig forutsetter at den

betingede fordelingen av en av de variable, gitt den annen, er normal,

14.2. Mal basert pad rangordning

En rekke samvariasjonsmil tar utgangspunktet i sannsynlighetene for at
to telleenheter har samme rangordning i begge variable, og for at de ikke har
det.

La (Xl’yl) og (xz,yz) vere de to sett av rangordningsvariable for to
telleenheter.

Vi sier at enhetene stemmer overens (i rang) hvis X T X, 08 ¥, T Y,
har samme fortegn. Har de motsatte fortegn, stemmer de ikke overens

(engelsk: discordant). La oss innfg¢re sannsynlighetene

T o= Hﬁxl - x)(y; ~y,) > 0)

3
Q.
1]
=
el
—

- xz)(yl - yz) < 0) (14.1.4)

3
(@]
1
X
»
—
|

= x2) eller (y1 = yZD

Vi har ns + nd + "0 = 1.

Disse sannsynlighetene kan vi estimere ved de tilsvarende relative hyppig-

hetene i observasjonsmaterialet.

Definisjonene av de teoretiske versjonene av en rekke mil er:
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Kendalls rangkorrelasjonskoeffisient (tau)

T = - nar m, ¥ 1.

L T 0

Stuarts modifikasjon for en IxJ kontingenstabell (tau c)

_ _ m .
T, = (ns nd) T der m er min av T og J.

Goodman og Kruskals mdl (gamma)

m =T mo= T

Y = “Z " "3 = ls- "od nar L £ 1.
Vi ser at hvis Ty = 0 (som er tilfelle for kontinuerlige variable), sé&
vil T, T, °8 Y falle sammen, mens T, er litt forskjellig fra de ¢vrige.
Hvis L lsdert= Ty = y =1, dvs. ndr enhetene alltid stemmer
overens i rang.
Hvis L 1 sd er T = T, Y = 1, dvs. ndr enhetene er diskordante.

Hvis L sd er alle fire mdl 1lik null og vi kan si at x og y

er ordningsuavhengige.

Egenskapene ovenfor er analoge med (14.1.2). Det kan vises at
TS Ty ndr de to vafiable er stokastisk uavhengige, men det omvendte .
beh¢ver ikke holde. De tre siste kan betraktes som "normaliseringer' av T,
i den hensikt & f4 md1 som kan sammenliknes for forskjellig situasjoner.
Y kan tolkes som differens mellom to betingede sannsynligheter, og er

definert unntatt nar Ty = 1.

For Ty > 0 kan y anta verdier i hele intervallet [-1,1], mens grense-
verdiene-l og 1 ikke kan oppnds av T og 2%
Samtlige mdl estimeres altsd ved de tilsvarende relative hyppigheter
i observasjonsmaterialet. Opptellingen av disse kan kreve en del arbeid
for materialer som ikke er ganske smd, men beregningene er lagt inn i mange
regnemaskinprogrammer. o )
Det kan utledes asymptotiske varianser for estimatorene T, Ty T, 08 ;,
og angis konfidensintervall med tilnarmet konfidensgrad for parametrene.
Somers D er et asymmetrisk mdl som beregnes sezrskilt for linje- og for

. 2
kolonneinndelingen. Produktet av de to er lik Ty



- 185 -

14.3. M3l basert pd "mean square contingency

Det finnes en serie mdl som kan sies & ta utgangspunkt i xz-uavhengig—
hetsobservatoren i avsnitt 3.4.3, jfr. (2.4.3).
Den teoretiske verdien som kalles 'mean square contingency' eller
fi-kvadrat er med betegnelsene fra avsnitt 2.2.1 for to variable:
, I J 2 J pi.z
$° =3 x =5 3z J
j=

i=1 j=1  Pi+Puj i=1 j=1 Pi+P+;

(Pij_Pi+P+j)

Den er null ved stokastisk uavhengighet. Ved fullstendig avhengighet,
dgs. Pij =0 for i # j og pij = Piy " p+j for i = 3, er

" =m-1, der m = min (I,J).

Vi estimerer ¢2 ved 4 sette inn de tilsvarende relative hyppighetene som -

. 2
estimatorer for p-ene, dvs. ved x -formlen.

K. Pearsons kontingenskoeffisient er

¢2

l+d>2

Tschuprows koeffisient er

| >
=V oo -

Cramérs koeffistent er

N

¢2
C =—— eller V =
m-1

[

=}
|
—

Alle tre faller i intervallet [0,1] og er null ved stokastisk uavhengighet.
Ellers er det ikke sd lett & gi en sannsynlighetsteoretisk tolkning av dem.
De har imidlertid den fordelen at de er enkle & estimere, idet vi kan estimere

¢2 ved xz—observatoren.

Det kan ogsd angis (asymptotiske) konfidensintervall for ¢2 og dermed

for K,T og C.

Steffensens koeffisient, psi-kvadrat,

2
J pij(pi--pi+p+j)

2 j

I
yoo= Z z
=1 3=l Piy (1-p 3 )p+j(Lopaj)
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. 2 .
Vi har ¥~ = 0 ved stokastisk uavhengighet. Det kan vises at
2 . 0 .
0 <¥ < 1. Den estimeres ved 4 estimere p-ene ved de tilsvarende
relative hyppighetene. Man kan finne asymptotisk varians og dermed

konfidensintervall ved & regne med at wz er asymptotisk normalt fordelt.

14.4. Mal basert pa kryssproduktforholdet, for 2 x 2-tabeller

I avsnitt 2.2.4 definerte vi kryssproduktforholdet i en 2 x 2-tabell,

P11 P22
P1y Py

Vi s& at ndr de to kategoriske variable er stokastisk uavhengige, si er
a = 1, og omvendt. Vi ser ogsa at hvis enten Py = 0 eller Py, = 0, sd er

o = 0. Vi har alltid a > 0. Hvis P1oPy; < blir o > 1, og ste¢rre jo

P11P22
mindre sannsynligheten Pis og/eller Py er. I prinsippet kan o altsd anta
verdier mellom O og ». Den er ikke direkte nyttig hvis en av p-ene er null.
Vi viser til BFH, avsnittene 2.2 og 11.2.2 for en grundig diskusjon av o.

Vi estimerer o ved
~_M1"22

a
T2

Denne er heller ikke sd nyttig hvis en nij = 0. Variansen pa denne estima-

toren er tilnermet, for store utvalg.

. 2 .
var o N'%“ ( 1 + 1 + L + L ),
Py; Pip Py Py

som estimeres ved




- 187 -

Flere funksjoner av o blir brukt som assosiasjonsmal.

Yules @ er definert ved

Q- P11P227P12P21 _ o-1
P11P22*P1pPy;  O*L

med estimatoren

Q
1
=

QO
1
’I

o+l

Denne har estimert tilnarmet varians lik

A - 1 1
est var Q = 12Q nl + nl + = + o ).
11 12 21 22

~

Vi kan regne med tilna®rmet normal fordeling av Qfor store utvalg. Yule

foreslo ogsd koeffisienten

_ /-1

Y .
Ja +1

14.5. Prediksjonsmil

Goodman og Kruskal har foresldtt to mil AA og AB som skal brukes for &
kunne forutsi hvilken verdi av den ene variable A eller B som vil bli realisert
ved en tilfeldig observasjon gitt at vi har en viss informasjon. Se f.eks.

BFH, avsnitt 11.3.2.
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14.6. Relativ risiko.

I enkelte lazrebgker og dataprogrammer opptrer en st¢rrelse som kalles
"relative risk", ¥, i en 2 x 2-tabell. Se f.eks. BFH (2.2-8).
Anta at vi ut fra en tabell som 3.1. vil estimere den betingede sannsynlig-
heten for Zkke & dra pd helgetur, sarskilt for dem som har adgang fritidshus

og dem som ikke har det, altsd

Po1 Po2
— og —/——.
Py1 Py

Sa ¢nsker vi & se pd forholdet mellom disse to, dvs.

Par P2 Pa1  (P12'P22)
Pop  Pup (Pg1*Pp1) Py,

Hvis na Py er liten i forhold til P17 08 Py, €T liten 1 forhold til Py,ps Sa

vil dette forholdstallet vare tZilnermet lik

PP
g o faP12
P11P22

(Dette er altsa Zkke den ¥ som Steffensen er far til.) Denne estimeres ved

_ MM
11722

A
b4

Vi ser at ¥ er den inverse av kryssproduktforholdet, og kan tolkes
som-%. (For 3.1 far vi estimatene 0,40 og 0,31 for de to uttrykkene, men

her er ikke Pyy s& liten i forhold til p12.) Vi kan ogsd estimere et konfi-

densintervall for ¥ ved & g ut fra log ¥ som har estimert tilnermet varians
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lik

Aaz‘\:n + + +
log V¥

~

(log angir naturlig logaritme). Ved & anta tilnzrmet normalitet for log Y

kommer vi frem til konfidensintervallet ved & ta antilogaritemen til grensene

~ A
log ¥ - éE g _ o8 log V¥ + 2109

2 log ¥ 2 log ¥

i intervallet for log Y. Her z_ 08 2z, nedre og ¢vre £/2-fraktil i standard-
2 2

normalfordelingen.
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Appendiks A

Noen grunnbegreper i sannsynlighetsregningen

Den statistiske teori og metodene vi bruker i dette heftet, spesielt i
kapitlene 2-12, bygger p& sannsynlighetsregningen. Vi skal gi en kortfattet
oversikt ovef noen n¢dvendige begreper i denne. For en mer utfe¢rlig inn-
foring i sannsynlighetsregning og statistikk pa& et elementert plan, viser

vi til lzrebgker som A I eller Lillest¢l (1978).

Vi skal definere sannsynlighetsbegrepet rent matematisk, men med

referanse til situasjoner hvor vi far bruk for det.

Vi tenker oss en situasjon der en observasjon kan gi ett og bare ett
av k ulike resultater, la oss kalle dem Cl’ C2’ ey Cj’ cens Ck' Vi kan
f.eks. la C-ene vare yrkesgrupper som er avgrenset slik at ingen kan til-
h¢re mer enn én gruppe og dessuten slik at en observert enhet er n¢dt til
a4 tilh¢re en av gruppene. I dette eksemplet svaref C-ene altsd til k

kategorier for én variabel, men C-ene kan ogsd std for kombinasjoner av

kategorier for hver av to eller flere variable, som vi skal se senere.

Til hvert resultat tenker vi oss knyttet et tall, P(Cl)’ P(CZ)’ cees
P(Cj), cees P(Ck). Hvert av tallene er stg¢rre eller lik null og mindre

eller lik én, dvs.
(A1) 0 < P(Cj) <1 for j =1, 2, ... k.
Videre skal tallene vere slik at om vi ¢nsker & se to av resultatene, f.eks.

Ci og Cj’ under ett, som ett resultat (vi sldr sammen to yrkesgrupper), og

sier at vi har resultatet "enten_Ci eller Cj", sd kan vi sette
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(A2) P (enten C. eller C.) = P(C.) + P(C.).
1 ] 1 ]

Det tilsvarende skal gjelde om vi vil se pa fler enn to resultater under
ett. Dette er addisjonssetningen i sannsynlighetsregningen for resultater

som utelukker hverandre. Vi skal ogsd ha
(A3) P(C)) + P(Cy) + ++ + P(C) = 1.
Vi kaller P(Cj) sannsynligheten for Cj' Kravet (3) sier at sannsynligheten
for i det hele tatt & f& et resultat, skal vare lik én. Vi forlanger at
sannsynligheten for et siZkkert resultat, la oss kalle det S, md settes lik
én ogsd i andre situasjoner,‘altsé
(A4) P(S) = 1.
Vi ser at hvis k = 2, slik at
P(Cl) + P(CZ) =1,
sd har vi
P(C,) =1 - P(C)).
Dette kan ogsd uttrykkes som
(A5) P (ikke & f3& Cl) =1 - P(Cl).

Hvis vi har et tilfelle der P(Cl) = 1, dvs. at C, er et sikkert resultat,

1
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sa md folgelig
P (ikke - Cl) =1-1=0.

Her er altsd (ikke - Cp et umulig resultat. Vi kan si at sannsynligheten

for et umulig resultat, U, er lik null,
(A6) P(U) = 0.

Vi har definert sannsynlighetene, P(Cj), rent matematisk, men det er ikke

.vanskelig 4 se analogier med bruken av ordet sannsynlighet i dagligtale.

Anta at vi har en situasjon med gjentatte observasjoner, der sannsyn-
ligheten for & fa resultatet C er lik P(C) ved hver observasjon, uavhengig
av de andre resultatene. Da kan vi vise, 1 teoretisk forstand, at grensen
for den relative hyppigheten av C vil vare P(C) ndr antall observasjoner
vokser over alle grenser (Bernoullis teorem). Sammen med det foregdende
far dette oss til & tolke verdier P(C) ner 1 som det vi < daglig tale kaller
stor sannsynlighet for resultatet C og verdier av P(C) ner 0 som liten sann-

synlighet for C. '"Qkende sannsynlighet' svarer ogsd til ¢kende P-verdier.

Det finnes flere forskjellige "skoler" som definerer eller tolker
sannsynlighetsbegrepet erkjennelsesteoretisk pa ulik vis. Vi skal ikke
diskutere denne siden av saken, men vi kan understreke at regnereglene vi

bruker, er oppfylt for alle "skolene".

1 et konkret problem har vi lov til & velge eller tenke oss P-verdier
akkurat som vi har lyst, bare vi passer pd at kravene (A1) - (A6) er opp-
fylt. Gj¢r vi det, kan vi regne med P-ene vare etter regnereglene ovenfor,

og etter dem vi skal utlede etterhvert.

Hvis vi mener at to kjennetegn, C, og Cy, er like sannsynlige, md vi
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sette P(Cl) = P(Cz). I et kast med et kronestykke md det "at begge sider

har samme sjanse for & komme opp ved et kast' kunne skrives

P (mynt) = P (krone).
Setter vi den felles verdi lik p og bruker (A3), finner vi

1 =P (mynt) + P (krone) =p + p = 2p,

altsd ma vi ha

Dermed er sannsynlighetsmodellen fullstendig bestemt i dette tilfellet.

Tilsvarende ser vi at hvis vi har ialt m mulige resultater som ute-

lukker hverandre og som alle skal ha samme sannsynlighet p, s& far vi

Et resultat, C som varer til at vi har ett av g forskjellige av de

alternative resultatene, fir sannsynligheten

g~
+
=N
+
+
=M
I
2 loo

P(C) =

(g addender)

Det kjennetegner problemene i dette notatet at vi observerer to eller
flere kjennetegn (kategorier for to eller flere variable) for hver obser-—

vasjonsenhet. Hvert resultat er altsd en kombinasjon av en kategori for
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hver av de variable i problemet, og vi kan tenke oss de mulige resultatene

av en observasjon satt opp 1 en tabell i to eller flere dimensjoner.

Vi kan innf¢re symbolet P(A,B) for sannsynligheten for kombinasjonen av
kategori A for den ene variable og kategori B for den annen. Vi kan si at
P(A,B) er sannsynligheten for bdde A og B. Tilsvarende kan vi bruke
P(A,B,C,D) som symbol for sannsynligheten for bdde A og B og C og D ved 4

vartable, osv.

De mulige resultatene av to kast med et kronestykke (eller ett kast

med to kronestykker) er

mynt i f¢rste kast, mynt i annet kast
krone i f¢rste kast, mynt i annet kast
mynt i f¢rste kast, krone i annet kast

krone i f¢rste kast, krone i annet kast

Bruker vi symbolet O for mynt (dvs. krone null ganger) og symbolet 1 for
krone (krone &n gang) s& kan vi sette opp en tabell over de fire resultatene

og en tabell over de tilsvarende sannsynlighetene slik:

Forste Annet kast Forste Annet kast
mynt krone

kast 0 1 kast 0 1

Mynt, 0| 0,0 0,1 0o p(0,0) P(0,1)

Krone, 1 | 1,0 1,1 1 P(1,0) P(1,1)

Vi kan innf¢re de litt enklere betegnelsene Pog = P(0,0) = P(0,1),

b pol

P1o ='P(1,0) og Py = P(1,1). Vi mid ha Poo =1 if¢lge

T Pp1 T P1p t P
setning (A3). Ved & bruke addisjonssetningen (A2) finner vi den marginale

sannsynligheten for mynt i f¢rste kast, (uten hensyn til hva vi far i annet

kast):

Po+ = Pgo * Pp1
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Tilsvarende for krone:

P14+ = P1g ¥ Py1-

(Vi setter et + pd fotindeksplassen for den variable Vi summerer over.)
De marginale sannsynlighetene for henholdsvis mynt og krone i annet kast

(uten hensyn til resultatet i f¢rste kast) er tilsvarende:

Pyo = Poo ¥ P10 ©8 Pyp T Py T Pp

De marginale sannsynlighetene oppfyller kravet i (A3), idet vi har

Pge * P14 = Pgo ¥ Pgr *Pyg ¥ P11 =1 08P TRy <l

I tabellform kan vi sette opp de simultane og de marginale sannsynlighetene

som 1 tabell A.a.

Tabell A.a.

Sannsynlighetene for mynt og krone (jfr. tabell 2.1.b.) 7 to kast.

Forste Annet kast Marginal sanns. for
kast 0 1 1. kast
0 Poo  Po1 Po+
! Plo  Pn1 P1+
Marginal Py Py (total)
sanns. for | 1
2. kast

Vi kan sp¢rre: hva er sannsynligheten for & f& krone minst én gang i to
kast, dvs. ett av resultatene (0,1), (1,0), (1,1)? Den er ifgplge (A2) lik

+ o . - . o .
p01 p10 + p11 som ogsa er lik 1 pOO' Men vi kan ogsa skrive den som
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Piy * Py T Py (Idet Py + Dy * Bgp * Pyy T Pyg T gy * Ppg * Ppp)s dvs.
summen av sannsynlighetene for kronme i 1. kast og i 2. kast, minus sannsyn-
ligheten for & f& krone i begge (fordi denne er kommet med to ganger hvis vi
bare tar Piy * Pypo jfr. parentesen ovenfor). Dette er et spesialtilfelle
av den mer generelle addisjonssetningen for to resultater, A og B, som ikke

utelukker hverandre:
(A7) P (enten A eller B) = P(A) + P(B) - P(A,B).

I avsnitt 2.2 og senere har vi eksempler pa toveistabeller med mer enn
to mulige kategorier. Sett at vi har r kategorier (som utelukker hverandre)
for variabel A, f.eks. yrke, og s kategorier for variabel B, f.eks. ut-
dannelse, da vil en tabell over de tilh¢rende p-ene svare til tabell A.b.

Vi bruker her symbolet pij for sannsynligheten P(Ai’Bj)°

Tabell A.b.

Sannsynlighetene i en rxs~tabell.

B-kategori Marginal for A
A-kategori B1 B, B3 ces Bj cee Bs (linjesum)
A

& P11 Ppp Py3ecePyjceePyg P14

Ay Pa1 Ppp  Ppgre+ Py - Py Pos

Ay Pi1  Pjp  Piy3ccrPijcccPig Pis

A Pri Prp Pry--: Prj et Prg Prs
Marginal
for B P P P -eP,:...D 1

(kolonnesum) +1 *2 *3 *] s

& undersgke om det er samvariasjon mellom to variable, md vare det

samme som & finne ut hva slags "m¢nster' det kan vaere i p-verdiene. Med et
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"skikkelig" kronestykke i myntkasteksemplet er det lett & tenke seg at alle

de fire kombinasjonene i tabell A.a er like sannsynlige, dvs. at

Poo = Po1 T P1o T P11 TP T 0:2%

siden summen av de fire p-ene skal vare én. Dessuten blir Pos = = 0,5

P14+
08 Pyg = Pyp = 0,5. I yrkes—-utdannelseseksemplet vil det neppe vare slik.

Med r = 4 og s = 3, kan vi f.eks. ha et m¢nster som i tabell A.c.

Tabell A.c.

Konstruert eksempel pd sannsynligheter for to variable med samvariasjon.

B-kategori

A-kategori By By By Marginal (sum)

A 0,40 0,10 0 0,5

A, 0,15 0,075 0,025 0,25

A3 0,04 0,095 0,015 0,15

A4 0,01 0,03 0,06 0,1
Marginal : 0,6 0,3 0,1 1

(sum)

Betinget sannsynlighet

I avsnitt 2.2 regnet vi ut betingede hyppigheter i en hyppighetstabell.
Det tilsvarende begrep for sannsynligheter er betinget sannsynlighet for
f.eks. Ai’ gitt Bj’ som vi skriver:

P(Bj) =3 , nar P(Bj) > 0.

(A8.1) P(A, |B.) =
i'7
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Tilsvarende har vi

P-.
(A8.2)  P(B,|A,) =21,
SR SO

I mynt-eksemplet gir dette

%
P (mynt i 2. kast |mynt i 1. kast) = 00 _ 0,25 0,5
Po+ 0,5
og
P
P (mynt i 2. kast|krone i 1. kast) = 10 %iéé = 0,5

De betingede sannsynlighetene er her like store, og lik den marginale sann-
synligheten. Dette er en typisk situasjon der de variable er stokastisk
uavhengige av hverandre, dvs. at sannsynligheten for en kategori av den ene

variable ikke blir influert av hvilken kategori den annen variable har.
- Stokastisk uavhengighet mellom A; og Bj kan vi definere ved at
(A9.1)  P(A.|B.) = PA.).
i 73 i
Ifglge (A8) kan vi alltid skrive P(Ai,Bj) = P(Bj) P(Ai]Bj).
Det f¢lger at ved stokastisk uavhengighet, dvs. ndr (A9.1) er
oppfylt, sa blir

(A9.2) P(A.,B.) = P(B.) P(A.) = P(A,) P(B.).
173 ] 1 1 J

Av dette og av (A8.2) fe¢lger det at vi ogsd har



- 207 -

P(A.) P(B.)
1

l = p(B.)
j

(A9.3) P(Bj[Ai) = ———qugj———

1 dette tilfelle.

Hver av de tre likhetene i (A.9) f¢lger altsd av hver av de andre to,
og vi kan definere stokastisk uavhengighet mellom Ai og Bj ved hvilken vi

vil av dem.

Vi ser at i mynt-eksemplet er resultatet i et kast stokastisk uavhengig
av resultatet i det annet. Men i yrke@ﬁtdannelseseksemplet er det ikke slik.

Vi har f.eks.

=04 _ 2

P(AllBl) ~ 0,6 3

=01 _1

P(A1|B2) 033
0 _

P(AllB3) =51°-0

mens P(Al) = 0,5.

Det er stokastisk avhengighet mellom A, og Bj-kategoriene. Vi ser at dette
ogsd gjelder for Aé og A4 » men ikke AZ' Vi skal komme tilbake til dette

nedenfor, i avsnittet om simultane sannsynlighetsfordelinger.

Sannsynlighetsfordelinger, stokastiske variable

Anta at vi har en variabel x (med intervall skala) som kan anta de

ulike verdiene X5 X > Xiy wees X, 08 ingen andre verdier. Vi knytter

93 v i

sannsynligheter, P(Xl)’ P(xz), cees P(Xr) til disse verdiene, etter reglene

(A1 - A3). Vi kaller da x for en stokastisk (tilfeldig) variabel, og samlingen
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av P-verdier for sannsynlighetsfordelingen for den variable.

Vi bruker ofte et vanlig funksjonssymbol f(x) for sannsynligheten

dette tilfelle, slik at

]

(A10) f(xi) P(Xi) for i =1,2, ..., r

f(x)

0 for alle andre x-verdier.

i

Vi kaller £(x) sannsynlighetsfunksjonen for den stokastiske variable, x.

(A11) Hvis vi lar x vere antall ganger vi far krone i to kast, sa vil x
med forutsetningene om at Poo = Pg1 = P1g = P11 = 0,25, ha sannsynlighets-—
funksjonen

£(0) = 0,25

£(1) = 0,50

£(2) = 0,25

f(x) = 0 for alle andre x-verdier.

Med to variable, x og y, kan vi pad tilsvarende mdte angi den simultane
synligheten for variabelkombinasjonen (Xi’ yj) ved en funksjon i de to
variable, f(x,y). Vi har f(xi,yj) = P(xi,yj) for i = 1,2, ..., r og ]

1,2, ..., s. f(x,y) =0 ellers.

Tilsvarende for flere variable, x, y, ..., 2z, med henholdsvis r, s, ...

mulige verdier.

f(xi,yj, cees zq) = P(xi,yj, cees zq) for

f(X,y, +2o.5, z) = 0 ellers.

sann—

N&r vi md angi de ulike resultatene for de variable ved kategorier, jfr.
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eksemplet knyttet til tabell A.b og A.c, s& vil samlingen av alle sannsyn-
lighetene pij = P(Ai’Bj) stadig angi den simultane sannsynlighetsforde-
lingen for de variable, men det har vanligvis liten hensikt & innf¢re andre

betegnelser.

Marginal fordeling og betinget fordeling

Nar vi har en simultan sannsynlighetsfordeling i to eller flere vari-
able, vil vi ofte ogsd vare interessert i fordelingen for de enkelte variable
hver for seg. Gitt f(xi,yj) for alle kombinasjoner av i og j,
sd kan vi finne sannsynligheten for X, fx(xi)’ ved & summere f(xi,yj) for
alle yj—verdiene, jfr. summen til h¢yre i tabell A.b og A.c. Vi har jo at

X, kan forekomme sammen med Yqo med Ygs OSV. til Vs 08 da er ifglge (A2)

(A12.1) fx(xi) = P(Xi) = f(xi,yl) + f(x;i,y2)+ oo f(xi,ys).
Dette gjelder for i = 1,2, ..., r. Vi finner at
fx(xl) + fx(XZ) + ... 4+ fx(xz) =1,

og sier at fx(xi)—verdiene angir den marginale sannsynlighetsfunksjonen for

X

For kategoriske variable har vi tilsvarende

(A12.2)  P(A,) = P(A;,B)) + P(A,B,) + ... + P(A;,B) for 1 =1,2, ..., T,

-
¥4

slik at P(Al)’ P(Az), cees P(Ar)’ med sum én, angir den marginale sannsyn-

lighetsfordelingen for A.
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I (A8) definerte vi den betingede sannsynlighéten P(AilBj) for Ai gitt Bj'
Tilsvarende definerer vi den betingede sannsynlighetsfordelingen for A gitt

B. ved
dJ

P(A.,B.)
1’3

——P'(—Bj)—' for1=1,2, eeey T

(A13.1) P(A.|B.) =
1]
Det finnes i alt s slike fordelinger, &n for hver Bj' Likedan har vi den

betingede fordelingen for B gitt Ai som

(A13.2) P(Bj IAi) = —PZ‘K—I)——

for 3 =1,2, ..., s.

Her er det r fordelinger, én for hver Ai' For intervall skala variable har

vi tilsvarende de betingede sannsynlighetsfunksjonene

f(xi,y.)
(A13.3) fx(xilyj) = TG0 for i = 1,2, ..., r.
y ©1J
og
f(xi,y )
(A13.4) fy(yj[xi) ") for j = 1,2, ..., s

Med tallene i tabell A.c finner vi de betingede og marginale fordelingene

i tabell A.d og A.e.
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Betingede sannsynlighetsfordelinger for A, gitt B-kategori, samt marginal

fordeling.
. B-kategori
A-kategori B1 B2 B3 Marginal fordeling
A1 0,67 0,33 0 0,50
A, 0,25 0,25 | 0,25 0,25
A3 0,07 0,32 0,15 0,15
A4 0,02 0,10 0,60 0,10
Sum 1,01 1,00 1,00 1,00
Tabell A.e.

Betingede sannsynlighetsfordelinger for B, gitt A-kategori, samt marginal

fordeling.
B-kategori

A-kategori B1 B2 B3 Sum
A1 0,80 0,20 0 1,00
A2 0,60 0,30 0,10 1,00
Ag 0,27 0,63 0,10 1,00
A4 0,10 0,30 0,60 1,00

Marginal

fordeling 0,60 0,30 0,10 1,00

I (A9) definerte vi stokastisk uavhengighet mellom kategoriene Ai og

J

B.. Vi sier at vi har stokastisk uavhengighet mellom de variable x og 'y

(eller A og B) ndr (A9) gjelder for alle kombinasjoner Xi(Ai) av x og

.(B.) av vy.
Y3 J) y
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For intervall skala variable skal altsd sannsynlighetsfunksjonen f(x,y)

vare slik at

(Al4.1) f(x.|y.) = £_(x.) fori=1,2, ..., r
il x i

og for j = 1,2, ..., s.
Dette innebarer

(A14.2) f(xi,yj) = fx(xi)fy(yj) for i = 1,2, ..., T

for 3 = 1,2, ..., s
og

(A14.3) f(yjixi) = fy(yj) for 3 =1,2, ..., s

ogi=1,2, ..., r.

Vi ser at de variable i tabellen A.c~A.e 7kke er stokastisk uavhengige.

Det er ikke nok at den ene betingede fordelingen, for B-ene gitt Ay, er lik

den marginale.

I myntkast—-eksemplet har vi derimot Poo 0,5 * 0,5 = 0,25 og til-

svarende for P10’ Pg1 ©8 Pqqs dvs. stokastisk uavhengighet mellom resultatene

i fgrste og annet kast.

For krysstabeller med fler enn to variable kan vi definere marginale
og betingede fordelinger analogt med ovenstdende. Det blir bare flere
variable & summere over, eller flere variabelverdier & kombinere eller be-

tinge med hensyn pd. Se f.eks. avsnitt 4.2.3 og 5.2.1.
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Forventning, varians, kovarians

Nar vi har observasjoner, X]sXys +ee» X @V en stokastisk variabel,
X, regner vi ofte ut noen st¢rrelser som vi synes gir oss en viss oversikt

over observasjonene. Spesielt kan dette vere det aritmetiske gjennomsnittet:

Hvis x antar k ulike verdier, X, 5% ., X, , med absolutte hyppigheter

2? k

My Moy wees Dy, sd kan vi regne ut gjennomsnittet ved

n.
- _J . . .
thj’ der hj = s er relativ hyppighet av Xj'

! - k -2 &
32 = l-Z (x -x)2 =1 Y n.x —x)22=Z (x ~x)2 h
X n i=1 n J':l ] J=1
og standardavviket,
s = Vsz .
X x
Hvis vi har observasjonspar (xl,yl), (xz,yz) ce (Xn’yn) av to variable, kan

vi regne ut den empiriske kovariansen mellom x og y som

=]
[}
B
Hes

Xy =1 (Xi_x) (yi“y)'

Den empiriske korrelasjonskoeffisienten er
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Alle disse st¢rrelsene har sine teoretiske motstykker.

(A15) Forventningen, Ex, av en diskret stokastisk variabel x med verdier
X sXps sees X OB sannsynlighetsfunksjon f(x), er
k
Ex =17 _ x.f(x.).
B T
(Al16) Den teoretiske variansen for x er tilsvarende
k
02 =1 (x.—Ex)2 f(x.).
X 3=1 1 ]

Det teoretiske standardavviket, O s er kvadratroten av variansen.

(A17) Den teoretiske kovariansen mellom X og y er, med de betegnelsene

vi har brukt ovenfor:

T s
=X z (x.-Ex .~Ey) f(x.,y.).
Xy i=1 j=1 1 ) (yJ y l’yJ
(A18) Den teoretiske korrelasjonskoeffisienten p eller p__, er
ny
pxy B g0
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App. B Noen spestelle sannsynlighetsfunksjoner for diskrete variable

De fleste statistiske metodene som er utviklet for analyse av krysstabeller

i to og flere variable, bygger p& visse forenklende forutsetninger om observa-
sjonsmaterialet, jfr. avsnitt 2.2.1. Vi kan f.eks. postulere at for alle de

n telleenhetene (observasjonsenhetene), sd fremkommer hvert observasjonsresultat,
(Ai’Bj)’ ved at den samme sannsynlighetsfordelingen, P(Ai’Bj)’ jfr. tabell A.D,
gjelder. Sannsynligheten for 8 fi resultatet (Ai’Bj) for den m-te telleen-
heten skal vare P(Ai’Bj) uansett hvilke resultater som fremkommer for alle de
andre telleenhetene, d.v.s. at resultatene fra telleenhet til telleenhet er
stokastisk uavhengige av hverandre. Antall telleenheter, nij’ som far resul-
tatet (Ai’Bj)’ blir en verdi av en stokastisk variabel som kan anta verdiene
0,1,2,...,n. I avsnitt 2.2.7 innf¢rte vi navnet tellevariabel for en slik
variabel i en hyppighetstabell, for & skille den fra de egentlige variable i

problemet (som har kategorier som A1,A "Ar’ resp. B1,B2,...,BS).

TR
Sannsynlighetsfordelingen for de tellevariable kan da utledes ut fra den
"underliggende fordelingen'" nir forutsetningene er gitt. Vi skal referere
noen av de vanligste sannsynlighetsfunksjonene som er i bruk. For disse kan
sannsynlighetsfunksjonen angis ved et matematisk uttrvkk, der det ved siden
av verdiene x,y osv. av de variable, inngdr visse parametre, d.v.s. faste

tallst¢rrelser som karakteriserer fordelingen.
Vi trenger symboler for noen ofte forekommende matematiske uttrykk:

(B1) x-fakultet
Vi kaller produktet av alle de naturlige tallene til og med x for x-fakultet,
som skrives: x! Altsa
xt=x(x-1)(x-2)...3.2.1.
Vi har
11=1, 2!=2.1=2, 3!=3.2.1=6, 4!=24 osv.
Dessuten definerer vi av bekvemhetshensyn
0!=1

for & kunne skrive visse formler pi en grei mite.

(B2) Binomialkoeffisienten.

Vi bruker symbolet @) for binomialkoeffisienten, dvs. for uttrvkket

n n!
®= 7 > for x=0,1,2,...,n.

Her er n et helt, positivt tall.
I feolge (B1) har vi
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n! n n! _n(n-1)

! !
)= ot =1 D= et ™ @D 3T = 7

n n!
OSV., (n)— —I‘—ITO—' =1.

(B3) Binomisk fordeling

Anta at vi foretar n observasjoner. Ved hver observasjon kan resultatet
bli C eller ikke-C. Sannsynligheten for C er p ved hver observasjon. C kan
da forekomme ¥ ganger ved de n observasjonene, og sannsynlighetsfunksjonen

for X er den binomiske:
£(x)=@E)p (1-p)"* for x=0,1,2,...,n.

Her er altsd n og p de to parametrene i fordelingen.

Forventningen av x er Exnp. Det teoretiske standardavviket er O =np(l-p).
I myntkasteksemplet i appendiks A har vi q=2, p=1-p=0,5 slik at
£x)=%) (0,5%0,52*=(%)0,25,
d.v.s. nettopp tallene vi fant i eks. (A11).

Hvis vi 1 en toveis krysstabell ser pa hyppigheten nij av kombinasjonen
(Ai’Bj) med sannsynligheten pij’ sd er nij binomisk fordelt. Vi har
n-n

n.. ..
134 1] =
ij)pij(1 pij) for nij 0,1,2,...,n.

n

f(nij)=(n

Dette er altsd den marginale sansynlighetsfunksjonen for en av de telle-

variable i krysstabellen.
(B4) Trinomisk fordeling

Vi skal foreta n observasjoner. Ved hver observasjon kan vi fi resultatet

C 1med sannsynlighet Py eller resultatet C

resultatet "hverken C

2 med sannsynlighet P, eller

1eller C2" med sannsynlighet 1—p1—p2. De tre resultatene

utelukker hverandre og det er uavhengighet fra observasjon til observasjon.

Resultatet C1 far vi X, ganger,

resultatet ¢, far vi X, ganger, og

resultatet "hverken C1 eller C2" far vi n-x,-X, ganger i de n obser-

vasjonene.
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Da er den simultane sannsynlighetsfunksjonen for x, og x, gitt ved

1 2

X X n-x,-XxX
n! 2 2
Py (1-p1-p2) ,

1% 1 (n—w — 7 P
.xz.(n X, XZ)' 1

O X,

for x1=0,1,2,...,n. x2=0,1,2,...,n og slik at x1+x2§n.

Vi har 1 den trinomiske fordelingen:
Ex1=np1, Ex2=np2,

OX1=Vhp1(1—p1), 0X2=Vhp2(1—p2)

kovar (x1,x2) = = np,p,-

Vi har mest bruk for en generalisering av denne fordelingen til

flere alternativ, nemlig den multinomiske situasjon.
(B5) Multimomisk fordeling

Situasjonen er den samme som i (B4) men vi har ved hver observasjon k
mulige, ulike resultater som utelukker hverandre. Resultatene er

C, med sannsynlighet P, ©°8 forekomst x

' ganger

1

C2 med sannsynlighet P, 08 forekomst x, ganger

C

k-1 med sannsynlighet P, -1 ©8 forekomst X1 ganger

C med sannsynlighet Py og forekomst x

K ganger .,

k
Vi har p1+p2+...+pk=1, slik at pk=1—p1-—p2 Tee TPyt

Videre er x,+x.+. +x =n, slik at x, =n-x,—X,—..,-X

172 k k 172 k=1°
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Den simultane sannsynlighetsfunksjonen for Xis Xys weey X g OF da
X, X X
n! 172 k
(B5.1) f(xl,xz,...,xk_l) = =T P1 Py -+ -Pp >

x!Ix! ... x!
1 k-1 k

der hver xj kan ha verdiene 0,1, ... n, men slik at summen er n.

Den marginale fordelingen for hver enkelt xj er binomisk, med

Exj = up. og Oj = Vnpj(l—pj).

Hvis vi har en krysstabell med kategorier A,, A o Ar for den ene

1> 72

variable og B.,, B ooy BS for den annen, sa vil de rs resultatene (Ai’Bj)

1> 72

for i =1,2, ..., rog j =1,2, ..., s utelukke hverandre. Hvis na (Ai’Bj)
har sannsynlighet pij ved hver observasjon, og forekommer nij ganger blant
de n observasjonene, sa har vi en multinomisk situasjon, og den simultane

sannsynlighetsfunksjonen for de (rs-1) tellevariablene n osv. blir:

11° M2

(En av tellevariablene, f.eks. n_ ., er gitt som n minus summen av de ¢vrige.)

n n

(B5.2)  f(n . ,n n n ) = n! 11 "12 rs.
) 11712227137 " r,s-1 n! n! ..n!_..n! P11 P12 " Pyg
11 12 1]

Dette er sannsynlighetsfunksjonen for en mettet modell som vi refererer til
i avsnitt 2.3.1 om sannsynlighetsmaksimeringsmetoden. For krysstabeller i 3

eller flere dimensjoner far vi tilsvarende.

Hvis vi har restriksjoner om uavhengighet mellom A-variabelen og B-
variabelen, jfr. 2.3.1, slik at pij = pi+p+j for alle kombinasjoner (Ai’Bj)’

sd ma vi sette dette inn i uttrykket for f. N&r vi trekker sammen for alle

P;,» resp. p+j med samme fotindeks, blir resultatet

n,. n
) = n! 1+ 2+ T+ +s

T nl n! ...n! P1+ Poy coPpy Py
11 12 rs

(B5.3) f uavh.

(“11’“12""’nr,s—1

Ved & maksimere denne m.h.p. p-ene for gitte n-verdier, fir vi estimater for
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p

iy ©8 p+j som angitt i avsnitt 2.3.1.

(B6) Produktmultinomisk fordeling

I tabeller som ikke er rene krysstabeller, men kan vare rent komparative,
eller blanding av komparativ og krysstabell, vil vi ofte postulere én multi-
nomisk fordeling for hver komparativ tabell, og uavhengighet mellom disse inn-
byrdes. Da vil den simultane sannsynlighetsfunksjonen for alle de tellevariable
i hele tabellen bli et produkt av funksjonene fra de enkelte komparative tabel-

ler.

Ser vi f.eks. pd en 2 x 2 komparativ tabell, som i avsnitt 3.1, der nq

er binomisk fordelt, likesa n 9 08 vi postulerer stokastisk uavhengighet mellom

1

dem, s far vi ifglge Appendiks A den simultane sannsynlighetsfunksjonen

fo . m ) = (o ¥} 1L 721 ( Pe2) P12 Pao
11°M12 11 ) P11 P21 \"12 ) P12 P22

for de mulige kombinasjonene av N,y 08 Ny,

Vi har her satt inn Pyp for (l—pll), n,, for (n nll) osv., slik at det

21 +1

binomiske uttrykket i (B3) blir skrevet analogt med det multinomiske (B5.2).

(B7) Poisson—fordeling

Iblant har vi en situasjon som minner om den binomiske, idet vi undersgker
hvor mange ganger et resultat C forekommer, men vi kan ikke sette noen begrens-
ning n pa antall enheter som i prinsippet inngdr i unders¢kelsen. I en
trafikkontroll finner vi f.eks. x biler som har mangler ved lyset, men det

noteres ikke hvor mange biler som passerer i lgpet av kontrollperioden (en vet
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bare at det er mange!). Da kan det hende at en kan bruke sannsynlighets-
funksjonen i en Poisson-fordeling:

-2 A"
f(x) = e ;~ for x = 0,1, 2, ... (ubegrenset).

1
Her er det positive tallet A en parameter i fordelingen. Disse sannsynlig-
hetene er svart lik dem vi f&r i en binomisk fordeling med liten p og stor n,

der np = A. I Poisson-fordelingen er Ex = X og 0, = VA,

For en r x s krysstabell der antall observasjoner, n, tkke er gitt pa
forhand og vi kan postulere at hver kombinasjon (Ai’Bj) forekommer uavhengig
av de ¢vrige, og ifglge en Poisson-fordeling med parameter Xij’ kan vi skrive

den simultane sannsynlighetsfunksjonen for de rs tellevariable som produktet

n n n.. n

_ 11 . .12 _ ij _ rs

M1 M1 MM A137i3 rs'rs

f(nll’n12""’nij"°'nrs = e Ty ooyeece ToThyeece Ty
11’ 12° 1j° rs

Na viser det seg at om vi utleder den betingede fordelingen for tellevariablene
med summen n gitt, sa& blir denne en multinomisk fordeling, og de statistiske
metodene vi utleder ut fra denne siste kan brukes ogs& i en Poisson-situasjon,

jfr. avsnitt 2.2.7.

(B8) Hypergeometriske fordelinger

Vi tar et rent tilfeldig utvalg, jfr. avsnitt 2.1.i, pa n telleenheter
fra en populasjon pd N telleenheter, der M har kjennetegnet C og resten ikke-C.
Vi finner x enheter med C i utvalget. Sannsynlighetsfunksjonen for x er da,

ndr badde M og N-M er st¢rre enn n,

X/\Nn—X
N ’
n

M N—M)

f(x) = for x = 0,1,2, ... n.
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. M 2 N-n M M . .
Vi har Ex = n g °8 OX = N1 0N <1 ﬁ)' For store N-verdier kan sannsynlig
hetene vaere svart lik de tilsvarende binomiske med p = %.

Vi har en simultan hypergeometrisk fordeling i flere variable hvis vi kan

f& resultatene C1,C2,...,Cj,...,C som utelukker hverandre, og forekommer

k
hhv. M1, M2, cees Mj’ cees Mk ganger 1 populasjonen og X1s Xgs cees Xj’

-+-» X ganger i utvalget. Vi far da sannsynlighetsfunksjonen

g tres Xy

() o )

n

f (x1,x

der hver Xj kan ha verdiene 0, 1, 2, ..., n, men slik at X, X, .. +x, = n.

Videre er M1 + M2 + ...+ Mk = N.
P4 tilsvarende mite som i avsnitt (B5) kan vi uttrykke en simultan hyper-
geometrisk sannsynlighetsfunksjon for de tellevariable Mg oeeee nij ceee D

i en toveis krysstabell, variablene nijk i en treveistabell osv.

Nidr parameterverdiene M cees Mk’ N og n er store tall, vil sannsynlighetene

12
i den hypergeometriske fordelingen ligge svaert ner de tilsvarende i en multi-
nomisk fordeling, slik at en ogsd her kan bruke statistiske metoder som ut-
ledes for den multinomiske situasjonen. Det vil avhenge av den problem-

stillingen vi har om vi md utlede spesielle metoder for den hypergeometriske

situasjon.

(B9) Den normale sannsynlighetsfunksgjonen

Nar vi opererer med diskrete variable, kan vi f& bruk for enkelte konti-
nuerlige sannsynlighetsfordelinger som hjelpemidler for a regne ut tilnzrmede

verdier av visse sannsynligheter. Det gjelder iser den normale fordeling cg
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X2 (kji-kvadrat) fordelingen. I kontinuerlige fordelinger kan vi ikke angi
sannsynligheter for de enkelte x-verdier (de er faktisk null), men vi regner
ut sannsynligheten for at den variable ligger i et visst Zntervall ved hjelp

av en sannsynlighetstetthet for den variable.

For en normalt fordelt variabel er tettheten

_ (x=)?

! e 262 for = ® <x < o,
o/,

2m

(B9.1) f () =

Her er U forventningen av x, O er standardavviket og som vanlig er
m™=3,14 .... Tettheten har maksimum for x = U, og er symmetrisk om dette

punktet.

For U = 0 og 0 = 1 har vi spesielt den standardiserte normale sannsynlig-

hetstettheten

1
! e 2 for — © < z < o,
—

2m

(B9.2) @ (z) =

I tabeller over denne fordelingen angis sannsynligheter av typen P (z < zo) for

en rekke positive verdier av Zs og/eller P (z > zo). Vi har f.eks.

P (z > 1,64) = 0,05, P (z > 1,96) = 0,025 osv.

P4 grunn av symmetrien er

P (z < - zo) =P (z > zo).
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= 1,96, - 1,64, z =

Vi ser at fraktilen z =1,64, 2z 0,025

0,95 0,975 20,05

- 1,96 osv. For en rekke fordelinger, f.eks. den binomiske, vil en "standardi-

sert variabel z, bestemt ved

vere tilnarmet normalt fordelt som (B9.2). Dette bruker vi til & regne ut
tilnermede sannsynligheter eller fraktiler ved hjelp av normaltabellen. Vi

har f.eks. at

) 1 normalfordelingen,

_ _ /x—Ex XO,95_EX ~
0,05—P(x>x0,95)—P\OX> 5 ~P (z> z

0,95

slik at

Xy,95 %%

(0]
X

~ 1,64,
dvs.

X

0,95 ~ Ex + 1,64 Ox.

(B10) xg-fbrdelingen

Hvis vi har en rekke stokastisk uavhengige variable, z z

1,
hver med tetthet (B9.2), s& vil summen av kvadratene av dem,

2 2 2 o . .
z =z tz, vtz ha den sakalte Xz—fordellngen med n "frihetsgrader",

2’ c** n’

dvs. parameter n.
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Tettheten er

f (z) = = z e s for z > 0.

2 2 (%-— 1)1

For odde verdier av n, er

N =

G-NDl=G-1 G- 2

N w

Denne fordelingen er tabulert ved at fraktiler som 20’01, 20’025, ZO,OS’

osv., 0g osv. er angitt for parameteren n = 1,

20,10 £0,90° 20,95 20,975

n=2,n= 3, osv.

Det kan vises at en rekke av de kjikvadratobservatorene vi far bruk for

ved testing av hypoteser i to- og flerveistabeller er tilnermet Xz—fordelt.
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Appendiks C
Sannsynlighetsnivd ved testing etter & ha "kikket pd data".

Et enkelt eksempel.

I avsnitt 2.3.5 nevner vi litt om faremomentene ved & la de observerte
data virke inn ved oppstilling av hypoteser som vi sa tester ved hjelp av de
samme data. Vi skal ta et eksempel pa hvordan dette kan virke inn p& sann-

synlighetsnivaet f¢r testen.

Vi vil unders¢ke om det er noen forskjell mellom kvinner og menn i til-
bgpyeligheten til & dra p& helgetur ndr de ikke disponerer fritidshus (jfr.
data i tabell 2.2 ¢ nar vi sldr sammen tallet pd helgeturer fra 1 og oppover
til én gruppe). F¢r vi ser pad data, har vi ingen bestemt mening om hvilken
vei en eventuell forskjell gédr, vi vil teste nullhypotesen pk = pm mot p
forskjellig fra pm, der pk er sannsynligheten for at en kvinne skal dra pa
helgetur og pm er tilsvarende for en mann. Vi bruker en 'tilnarmet normal-
test", jfr. 3.1.2, for & sammenlikne de relative hyppighetene av & dra pa
helgetur som vi finner i tabellen, nemlig h" = 486/725 = 0,67 og
hk = 530/779 = 0,68. Vi vil forkaste nullhypotesen om samme 'tursannsynlig-
het" for de to kj¢nn hvis den standardiserte forskjellen d (se 3.1.2) mellom

k

h™ og h™ er mindre enn - 1,96 eller st¢rre enn 1,96. Da har vi en test med

niva tilnermet 0,05.

Men sett at vi kikker pa& data og sier: ''Her er hyppigheten st¢rre for
. . o k m k m as
kvinner enn for menn, da velger jeg & teste p =p mot p > p . Felgelig
forkaster jeg nullhypotesen hvis d > 1,64, dvs. "¢vre 5 prosentfraktil i
normalfordelingen'". Dette gir imidlertid Zkke en test med nivad 0,05, men med
niva 0,10.

Den fullstendige testen i dette tilfelle er memlig: Sett at det virkelig

. o . . . . k m
er siik at pk = p . Da vil det vaere rent tilfeldig om jeg observerer h > h
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eller hk < h™. I f¢rste tilfelle forkaster jeg H0 hvis d > 1,64, 1 det
annet forkaster jeg HO hvis d < 1,64. Dvs. at nivdet for testen er

0,05 + 0,05 = 0,10.

Vi kan ogsd si det slik: Hvis jeg tar som gitt at d > O, sa er forde-
lingen av d ikke lenger normal, men den er gitt ved den hgyre halvdelen av
normalfordelingen med alle sannsynligheter multiplisert med 2 (for & gi en
fullstendig fordeling med sum (integral) 1lik 1). Fg¢lgelig er

P (d> 1,64|d >0) =2 - 0,05 =0,10.
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