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SAMANDRAG

Dei fleste matematisk-statistiske metodane som er utvikla
til analyse av tabellar, byggjer pad fg¢resetnader om at talet pad
observasjonar i tabellcellene er "stort. Haldorsen (1977a) og
(1977b) omtalar metodar som kviler pd dette kravet.

I denne rapporten skal vi presentere eksakte metodar for analyse
av to-vegstabellar, dvs. metodar som er gyldige sj¢lv om vi har smde

observasjonstal i tabellcellene.




1. INNLEIING

I mange undersg¢kingar vil observasjonane ofte gi uttrykk for kva slags
kategoriar for aktuelle kjennemerke kvar av individa (einingane) hg¢yrer til.
Data av denne typen kallar vi kategoriske.

Ved & klassifisere individa frd ei underse¢king med kategoriske data
med omsyn pad eitt eller fleire kjennemerke, fidr vi ein tabell som viser kor
mange individ som fell under kvar av dei ulike kombinasjonane av kategoriane
for kjennemerka. Dei fleste publikasjonane frd Statistisk Sentralbyrd inne-
held slike tabellar. Tabellar som er resultat av ei kryssklassifisering

mellom to kjennemerke blir kalla to-vegstabellar. Den enklaste av desse

er 2x2-tabellen. Denne framkjem ndr kvart kjennemerke berre har to kategoriar.

Vi skal studere to-vegstabellar der observasjonane er genererte fra
ein av f¢lgjande tre modellar: Poisson, multinomisk eller produktmultinomisk.
Val av modell er avhengig av kva slags mate data er samla inn pad. For &

illustrere dette skal vi gi tre enkle eksempel:

(i) Poisson-modell

Vi vil undersgke om f¢rarar av personbil og lastebil har ulik atferd
overfor stoppeplikta i vegkryss med stoppskilt. I denne situasjonen er det
ikkje naturleg & fastsetje utvalstorleiken pd fg¢rehand. I praksis observerer
vi atferda til dei aktuelle einingane i ein avgrensa tidsperiode. Den totale
utvalstorleiken blir derfor stokastisk, og modellen for tabellen blir Poisson

(sja vedlegget).

(ii) Multinomisk modell

I ei valunders¢king ¢nskjer vi & £& avslert eventuell samanheng
mellom kj¢nn og stemmegiving. Vi baserer unders¢kinga pad eit enkelt til-
feldig utval, der kun den totale utvalstorleiken (talet p& personar som skal
delta i undersgkinga) er fastlagt pd f¢rehand. Observasjonane frad undersgk-
inga kan vi presentere i ein tabell som er ei kryssklassifisering mellom
kjennemerka kj¢nn og stemmegiving. Modellen for denne tabellen blir multi-

nomisk (sja kap. 3).

(iii) Produktmultinomisk modell

Vi vil unders¢ke om det er forskjell i ferieturaktiviteten mellom

folk frd Nord-Noreg og S¢r-Noreg. I denne situasjonen vil det vere naturleg




4 basere undersg¢kinga pad to enkle tilfeldige utval med kjende utvalstor-
leikar, eitt fra Nord-Noreg og eitt frd S¢r-Noreg. Tabellen blir no ei
kryssklassifisering mellom kjennemerka landsdel og ferieturaktivitet.

Modellen for tabellen blir produktmultinomisk (sj& kap. 4).

I Statistisk Sentralbyrd er st¢rstedelen av datamaterialet samla inn
p& ein slik mdte at det er naturleg & nytte den multinomiske eller den produkt-
multinomiske modellen for tabellane.

Den statistiske analysen av ein slik tabell kan g& ut pd & spesifisere
ulike samanhengar mellom cellesannsyna og deretter vurdere om datamaterialet
som ligg f¢re gir grunnlag for & forkaste desse samanhengane. Dei mest
nytta av eksisterande analysemetodar er acymptotiske, dvs. deire eigenskapar
kviler pd fg¢resetnaden om '"store" utval. Vi kan derfor miste kontrollen

" s

med feilsannsynet til slike metodar ndr utvala er 'sma'".

I samband med prosjektet "Analyse og estimering av kategoriske data"
som har vore leia av professor Erling Sverdrup, har vi arbeidd med del-
prosjektet "Eksakt analyse av tabellar". Siktemdlet med dette prosjektet
har vore & utvikle eksakte metodar for analysef¢remdl i tabellar. Slike
metodar er gyldige uansett tala pa observasjonmar i tabellcellene. I dette
prosjektet har vi utvikla metoderesultat for fleirvegstabellar. Resultata
i denne rapporten gjeld for to-vegstabellar. Vi vil presentere resultata
for tabellar med h¢gre dimensjonar i ein framtidig rapport. Ved & lese
Aaberge (1979), som er ei sazrskilt handsaming av 2x2-tabellar, skulle det
bli lettare & tileigne seg dei ideane som blir omtalt i denne rapporten.

Dei mest sentrale omgrepa i tilknytning til analyse av
to-vegstabellar er uavhengigheit, symmetri, homogenitet og marginal homogeni-
tet. Desse omgrepa har ein presis matematisk definisjon uttrykt ved ulike
funksjonar av parametrane i modellen for tabellen. I rapporten viser vi kva
slags informasjon desse ulike parameterfunksjonane kan gi oss. For & vurdere
denne informasjonen har vi utvikla metodar med visse optimale eigenskapar.

I denne rapporten presenterer vi det analytiske verktgyet som er
etablert for to-vegstabellar under prosjektet "Eksakt analyse av tabellar".

Det stdr framleis att ein del arbeid f¢r dei ulike metodane kan bli tekne




i bruk. Dette arbeidet gdr ut pd & utvikle naudsynlege reknerutinar for
dei metodane som vil ha st¢rst interesse for Statistisk Sentralbyrd. Til
no er det laga program for den situasjonen som er omtala i kap. 4.3. (I)
(2xs-tabell). I det motiverande eksemplet (kap. 1.1.) analyserer
vi ein 2x3-tabell etter den ramma som er gitt i kap. 4.3. (I). Eksempel pé
bruk av dei andre metodane fra denne rapporten vil bli gitt i samband med
ein programomtale av eksakte metodar. Dette vil bli gjort si snmart arbeidet
med & utvikle naudsynlege reknerutinar er avslutta.

Rapporten er bygt opp slik at dei ulike kapitla delvis kan lesast
uavhengige av kvarandre. Kap. 2 og vedlegget krev grundige kunnskapar
i matematisk statistikk, medan delar av kapitla 3, 4, 5 og 6 stiller mindre

krav til lesaren sine matematisk statistiske kunnskapar.

1.1. Motiverande eksempel

Med data frad Levekdrsunders¢kinga 1973, gir vi i tabell 1 grunn-

materialet for arbeidstidsordninga til to pendlargrupper.

Tabell 1. L¢nstakarar i grupper for pendlarstatus etter arbeidstidsordning.

. . Fast .
Skiftarbeid nattarbeid Dagarbeid  Sum
Veke- og langtidspendlarar ....... 13 0 23 36
Dagpendlarar ...ceeecececesscecnsas 13 4 43 60
SUM veverreennnccneassoancosnannes 26 4 66 96

Storparten av dei tabellane som Statistisk Sentralbyrd publiserer,
viser korleis einingar i ulike grupper prosentvis fordeler seg med omsyn pa
ein variabel. I ein publikasjon frad Statistisk Sentralbyrd ville derfor

materialet i tabell 1 bli presentert som vist i tabell 2.

Tabell 2. L¢nstakarar i grupper for pendlarstatus etter arbeidstidsordning.

Prosent.
Pendlarstatus I alt Skiftarbeid Fast . . Dagarbeid Talet pa
nattarbeid personar
Veke- og langtidspendlarar . 100 36 0 64 36
Dagpendlarar ...eveveeeees.. 100 22 7 72 60

Denne tabellen er tidlegare publisert i Iversen (1977).
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Vi vel & sjd pa problemet med & kommentere tabellen som eit val
mellom tre avgjerder (desisjonar):

(i) Ste¢rre forekomst av skiftarbeid og samstundes mindre f¢rekomst
av fast nattarbeid blant veke- og langtidspendlarane.

(ii) St¢rre forekomst av skiftarbeid og samstundes mindre f¢rekomst
av fast nattarbeid blant dagpendlarane.

(iii) 1Ikkje seie noko.
Dette blir kalla tre—desisjonsproblem og er omtala i kap. 2.1. For
4 etablere ein desisjonsregel for dette problemet md vi bestemme ein modell
for tabellen. I tabell 2 blir kvar av gruppene (i forspalten) skildra av
multinomiske fordelingar, dvs. modellen for tabellen er produktmultinomisk

(kap. 4). I eksempel 1 (kap. 4.3.) viser vi korleis problemet kan bli ut-

trykt ved parametrane i den produktmultinomiske modellen for tabellen. Som
desisjonsregel skal vi derfor gjere bruk av den eksakte metoden som blir
presentert i kap. 4.3. (I). Vi krev at desisjonsregelen skal ha nivd 0.05,
dvs. sannsyna for & pastd@ (i) ndr (ii) er sann og (ii) nadr (i) er sann skal
vere he¢gst 0.05.
For materialet i tabell 1 gir den eksakte desisjonsregelen avgjerd

(1), dvs. vi kan pdstd at f¢rekomsten av skiftarbeid er stg¢rre blant veke-
og langtidspendlarane enn blant dagpendlarane og samstundes at det motsette

er tilfelle nar det gjeld fast nattarbeid.

1.2. Definisjon av nokre viktige matematisk-statistiske omgrep

La X ha fordeling P , der P ¢ ?D . jD

delingsklasse om vi for einkvar P € % har at

er ein eksponensiell for-

(1) dp = a(P)exp(e(P)Z(x))dPo

der PO er eit element 1 jD, O vektor med s element ogZ = (Zl’ cees ZS)'.

La C)= 6(P, der jD er eksponensiell. Dersom avbildinga

y: P+ 6(P), Pe P

. . . 0 . . . . -1 . e
er eln-eintydig sa seier vi at parametriseringa V¥ er kanonisk ogdenerminimal
kanonisk viss dimensjonen til (J er lik dimensjonen til 73.
Observatorane Z i (I) blir kalla minimal kanoniske viss parametri-

seringa av f-)er minimal kanonisk.
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La ja vere ein eksponensiell fordelingsklasse der Z er ein minimal

kanonisk observator for ja. La P0 vere eit element 1 jb . Da er fordel-

~

ingsklassen  generert av (PO,Z) ikkje avhengig av P og 'Z og vidare er

~

Pc P . Vi seier at P er kanonisk viss P =F.

Ein eksponensiell fordelingsklasse er regular viss 7

er kanonisk og
viss vi for ein eller annan minimal kanonisk representasjon {Pe: pe @ }

har at mengda @& er open.

2
@ er ei affin mengd visg Zaiei e @ for alle 61 € @ , 1=1,2
og alle reelle a, og a, slik at I ;f1= 1.
i

i=1

2. EKSISTENS OG KONSTRUKSJON AV OVERALT STERKASTE STYRKERETTE TESTAR

I dette kapitlet f¢reset vi at to-vegstabellen er resultat av ei
multinomisk forsgksrekkje, dvs. vi har N uavhengige forsgk (utvalsstorleiken
N er fast). Dersom vi i forsgket har halde marginalane til det eine
kjennemerket fast, blir den underliggjande modellen produktmultinomisk.

Denne situasjonen er omtala i kap. 4.

Vi har N uavhengige fors¢k som kan kryssklassifiserast m.o.p. to
kjennemerke A og B. A og B har respektive r og s kategoriar. Ved kvart
forsg¢k vil ei og berre ei av hendingane AiI) Bj’ i=1,2,..., 3 ] %1,2,...,s
inntreffe. I dei N forsg¢ka er hendinga Ai{7 Bj observert Xij ganger.

Xij blir derfor talet pd observasjonar i celle (i, j) til r x s-tabellen.
I innleiinga av kap. 3 har vi omtalt denne tabellen meir detaljert.
La pij = Pr(AfTBj), 0 < pij <1 for alle i og j. Simultanfordelinga

(punktsannsynet) til Xij-ane er da

r s N! r s xij
2. S PN = i Ip..
(2.1) Pr(ifll Ql(XlJ le) ) - 2 .=1le
1 I I (x..)! J
i=1 j=1

der

r s r s

z Zp.,.=1 og I L X.. =N.

i=1 j=1 1 i=1 j=1

La jD vere fordelingsklassen definert ved (2.1). Vi har at jD er

eksponensiell sidan vi for einkvar P € ?3 har
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P. -
(2.2) dp = [(hprS)Nexp( z X xi.log—ilJJdPo
(i,))#(r,s) M Prs
der P0 er sannsynfordelinga svarande til p]._j = %—, i=1,2,...,r; j =1,2,...,s
og h = rs.
La

@__'e(?)ae:(ell, ceey O ...)'

1s’

der

(2.3) 8., = log =L, (i,j) # (r,s)

'UI

som er ekvivalent med

exp(eij)

Pij 7T+ T z exp(ei.) ’
(i,1)#(x,s) ]

(i,3) # (r,s).

Fplgjeleg er transformasjonen P —> 6(P), P ¢ i)definert ved (2.3) ein-ein-

tydig. Vidare er dimC) = dimf-> = h-1. Dette gir at parametriseringa
{p:0€ O
gitt ved
(2.4) dP, = [a(8)exp( I £ 8..x..)]dP
) .. i
(i,))#(,s) 317 °
N -N
der a(9) = h (1+ = Z exp(8..))
(i,1)#(r,s) H ’

er minimal kanonisk representasjon av jD.

I motsetning til pij kan ei. ta alle moglege verdiar p%ltallinja.
Vidare er eij berre definert for (i,j) # (r,s) slik at () =R . @® er
altsd ei open mengd, og vi har at den eksponensielle fordelingsklassen.f>er
reguler.

Nedafor vil vi avgrense oss til & studere regulare hypotesar. For
a fa uttrykt dette kravet eksplisitt, skal vi gjere bruk av fglgjande resul-
tat fra Barndorff-Nielssen (1970)
Lemma 1. Laijavere ein regular eksponensiell fordelingsklasse og la 32 vere
ein hypotese til 73. Da er dei to fglgjande utsegna ekvivalente

(1) }3 er affin

(i1) ]2 er reguler.
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Vi vil vidare avgrense oss til dei i?

Z? kan uttrykkjast som utsegn om ein parameter, Y.

La }D

og ja som er slik at hypotesen

vere ein klasse av fordelingar definert ved

Y,B
P _ ¥
(2.5) fY’B = {(Pg: BO = v + U}
der 6 € C) , Y € R, £ er ein vektor med dimensjon'db, B er ei dlx(h—l)—matrise
med rang dl’ dl =1, 2, ..., h=-1; h-1 = dim® , U er ei dlx(do+1)-matrlse

med rang do+1, do =0, 1, ..., dl—l, U # 0, v er ein vektor med dimensjon
dl' Elementa til £ er ukjende parametrar medan elementa til B, U og v er kjende
reelle tal.

Vi har opplagt at j? Bg; fq

Vi skal no teste hypotesane Hj mot dei respektive alternativa Aj’

i=1, 2, 3, 4:

Hl: Yy £ Y, (eventuelty=yo) Al: Y > Y,

H2: Yy £ Y1 eller vy 2 Yy A2: Yl <y X< Yo

H3: Yl Sy s Yy A3: Yy < Y1 eller vy > Y,
Hye oy = v, Ay #oyg

La C)B = {6: BO = U(g) + v} der 8, vy, £,U og v er som i (2.5). Da féar
vi at
_ _ Y Yyev) = 0¢Y) +
B(a161+a282) a;Bo, + a,B6, an(£)+V) + az(U(g) v) (g) v

for alle reelle tal a; og a, som er slik at a; + a, = 1 og for alle

81,0, € C)B.

Folgjeleg har vi vist at ()B og dermed ED er affin. Sidan ja

Y’B ‘?

definert ved (2.4) er regular, gir derfor Lemma 1 at v °F regular.
bl

Vi kan da nytte Teorem 3 (kap. 4) Lehman (1959) for &

etablere f¢lgjande resultat:

. D_ D s 2.3, 4 4 - er
Setning 1. La hypotesen j; = f;,B’ Y € Hj’ ] 1, 2, 3, er J;,B
gitt ved (2.5). Da eksisterer det overalt sterkaste styrkerette testar med

nivd € for 3 teste jro)= ?YD,B’ Y e HJ mot respektive ]/3’}3, Y € Aj; j=1, 2, 3, 4. |

Vi skal no spesielt ta for oss testproblem av typen Hl’ Al' Under

klassen av modellar definert ved (2.5) vil vi etablere metodar for 3 teste

H: v = O mot A: v > 0. Vi fir da at fordelingsklassen 33 B
s

o o
ma vere pa formen
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h-d-1 i
(2.6)  dP, = a(®)exp(vy(O)T(x) + I T ()Y, (x) )dP
. 1 1 o
i=1
= ! = -
der x (xll’ cees er) og d dl do'
Funksjonsformene til v, Ts Tos eves Tpgoqp ©8 dermed til T, Yl, YZ’

ey ?h-d°l avhenger av spesifiseringa av B, U og v.

Ved 3 nytte Setning 1 og Teorem 3 (kap. 4) Lehmann (1959), fir vi
folgjande resultat:

Setning 2. La X ha fordeling gitt ved (2.1) og la js)g vere definert ved (2.5).
]
TD

For & teste H: }] mot A: 5> Y > 0 sd eksisterer det ein overalt
’

o,B Y
sterkast styrkerett (0.A.S.S.) test S med nivd €. Testen er defimert ved

1 ndr T(x) > k(7 ,¥yes¥p_goq)
S(x) = u nar T(x) = k(yl,y79°"7yh_d_1)
0 nidr T(x) < k(y19y2a""yh_d_1)

) = €.

der k og u er gitt ved EH(S(X)]yl,yz,..-,Yh_d_l

Setning 1 seier at for alle parametrar y gittved (2.5) eksisterer

det overalt sterkaste styrkerette testar for & teste problem av typen Hj mot
A.; j =1, 2, 3, 4. TFor 3 gjere bruk av Setning 1 og Setning 2 md vi derfor
J ~

. o
unders¢ke om hypotesen ]; kan skrivast pi formen J _ = {py: BO = v + U(E)}’

der v, B og Uer som 1 (2.5). Vi etablerer sa eig,g.A.S.S.test for hypo-
tesen j;,B under apriori-rom som er av ein dimensjon h¢gre enn dimensjonen
til parameterrommet under hypotesen. Under hypotesen har vi dimensjon
(h-d-1), der h er talet pd celler i tabellen og d = rang(B) - dim(g). Vi
studerer derfor modellar som har dimensjon (h-d). Den fulle modellen har

dimensjon (h-1), slik at apriori reduksjonen er pd (d-1) fridomsgrader.

Merk: NAr d = 1 har vi ingen apriori-restriksjon pd parameterrommet og
dermed blir }3 B = }3.
’

Vi blir kvitt plageparametrane T i sannsynfordelinga (2.6) hvis
d=h -~ 1. Setning 2 gjeld framleis, men med den endring at testen no blir
den overalt sterkaste blant testar med niva .

Dei fleste hypotesane i kapitla 3 og 4 er presenterte pa ei slik form

at dO = 0, dvs. U er ein vektor med dimensjon d I kap. 3.6 studerer vi

1"
ein hypotese relativt til ein modell som er gitt pd forma (2.5) med d,

ulik O.
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2.1. Konstruksjon av tre-desisjonsreglar

Den klassiske hypoteseprgvingsteorien omtalar metodar for val mellom
to avgjerder; enten & forkaste eller ikkje seie noko. For mange situasjonar
i samband med tabellanalyse, vil det vere naturleg & formulere problema som
tre-desisjonsproblem. Som i avsnittet ovafor skal vi studere parameteren vy
under klassen av modellar gitt ved (2.5). Vi ¢nskjer & avgjere ndr y < 0

eller vy > 0, dvs. vi har val mellom tre avgjerder (desisjonar):

D, = pdstd y < 0, D, = pastd y > 0, D, = ikkje seie noko.

-~
La observasjonsmaterialet X ha fordeling P, der P ¢ fYer gitt ved

(2.1). Vi definerer den statistiske metode U ved

(2.7)  ¢.(X) = betinga sannsynet for & velje D. gitt X,

v. (X) = 1.

1

der

N MW

i=1
Vi skal leggje f¢lgjande krav pd metoden:

(i) Nivdet skal vere e, dvs. sannsyna for feilaktig 4 pistd y < 0 og feil-

aktig a pastd vy > 0 skal vere hg¢gst «.

< o
Ewl@)=e nar y > 0
Epwz(X) <e ndr vy <O
(ii) Prestasjonsrettheit, dvs. sannsyna for rett utsagn skal vere minst «¢.

EPwl(X) 2 e nadr y < 0

e nar y > 0.

1%

EPwZ(x)

Blant alle y som tilfredsstiller (i) og (ii), ¢nskjer vi & finne ein ¥

som maksimerer EPwl(X) for vy < 0 og Esz(X) for vy > O.

3
Dersom vi ser bort i frd kravet z wi = 1, har vi 1 r¢ynda to

.. o - i=
separate to-desisjonsproblem om & finne 1 to overalt sterkaste styrke-

rette testar wl og wz. I denne situasjonen blir wl + wz £ 1. Vi kan derfor

nytte Setning 2 som gir opphav til fg¢lgjande resultat:
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Setning 3. La X ha fordeling gitt ved (2.1) og la y vere definert ved (2.5).

Desisjonsregelen som gir ut pd & pasta

Yy <0 ndr T(x) < ki (¥15Ygseees¥y_go1)>

y > 0 nar T(x) > kz(yl’yz""’yh—d-l)

og vidare pastéd

Y < O med sannsyn u

1
nar
T(x) = k(¥ 5Ypsee sV _go1)>
Y > 0 med sannsyn Uz
nar

T(x) = k2(y1’y2""’yh-d—1)

er desisjonsregelen som uniformt maksimerer prestasjonsfunksjonen (EPw)

blant alle prestasjonsrette desisjonsreglar med nivd e.

I kapitla 3 og 4 presenterer vi to-desisjonsmetodar (hypotesetestar)
for analyse av ulike problem i to-vegstabellen. Ved & bruke Setning 3
far vi umiddelbart fram analoge tre-desisjonsreglar. I praksis vil det ofte
vere naturleg & nytte tre-desisjonsformuleringa av dei ulike problema i
kapitla 3 og 4 og dermed tre-desisjonsregelen som analysereiskap (sja
kap. 1.1.).

Tre-desisjonsproblemet sett i relasjon til klassisk hypotesepr¢ving

er utf¢rleg drefta 1  Sverdrup (1976) og (1977).

3. EKSAKTE METODAR FOR ULIKE HYPOTESAR I EIN TO-VEGSTABELL, NAR MODELLEN
FOR TABELLEN ER MULTINOMISK

Bishop et al. (1975) dr¢ftar asymptotiske metodar for
ei rekkje omgrep (hypotesar) i tilknytning til analyse av to-dimensjonale
tabellar. Desse omgrepa er formulerte som funksjonar av parametrane til
modellen for tabellen. Nedafor skal vi presentere eksakte metodar for analyse

av uavhengigheit og ulike typar symmetri.
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Vi har N uavhengige forsgk som kan kryssklassifiserast m.o.p. to
kjennemerke A og B. A og B har respektive r og s kategoriar. Resultatet

av N slike fors¢k kan vi gi i rxs—tabellen

T SR s
B1 2 BJ BS Sum
A 1 &% 15 Xisl %14
Ay 1 %1% %3 sl %ou
4 X% X33 Xis ] i+
-
X .
Ar XrIXrZ r] er Xr+
Sum X+1X+2 X+j X+S N

der X-ane er multinomisk fordelt med underliggjande parametrar

)
By B, iiieiiiiieee Bl il ceeeeen
| B1 2 i BS Sum
A1 PuPr2 P1j Pis| P1+
]
A 1 P21Py2 P2; Pos | Pa+
L
Ai Pi1Pi2 pij Pis Pi+
A Pr1Pr2 Prj Prs |  Prs+
Sum Py1P42 Pij Pis 1
r s
der p.. = Pr(A.NB.) og I I p.. =1.
P 18 oz T Rt

Ndr situasjonen er som ovafor, seier vi at modellen for tabellen

er multinomisk.
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Marginalsannsyna P;, 08 p+j er definert ved

s
p., = Zp.., 1=1,2, ..., ¢
i+ 5=1 ij
r
P.. = Zp.., j=1,2, ..., s.
+3 j=1 I

Desse uttrykkjer sannsyna for at eit individ skal h¢yre til kategoriane i og
j for respektive kjennemerke A og kjennemerke B.

Marginalsummane Xi+ og X+, er definert ved
J

s
X.. = I X.. 1=1, 2 r
+ ’ bl b LA ]
1 5=1 ij
T
= I X.., j=1,2, ..., s.
+] j=1 13
der
r s r s
ZX., = IX .= 1 Z X.. = N.
i=1 i+ J=1 *] i=1 j=1 1]

Vi skal no nytte resultata frd kap. 2 til & etablere metodar for
ulike funksjonar av parametrane i modellen for rxs—tabellen. Vi vil dessutan
gl ein omtale av kva slags informasjon desse ulike parameterfunksjonane kan

gi oss.

3.1. Uavhengigheit

Dersom Pr(Aif7Bj) Pr(Ai) . Pr(Bj) for alle i, j dvs.

(3.1) pij =Py p+j, i=1,2, ..., ry j=1,2, ..., s

seier vi at variablane A og B er stokastisk uavhengige.
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Kryssproduktforholda uij er definert ved

P.. * P p../p.
(3.2) 0. . = = L) 1S

= ,1=1, 2, ..., r-13 3 =1, 2, ..., s-1l.
ij  p.. " p._. prj/prS ’ J

Av dette ser vi at nar aij > 1 kan vi sld fast at f¢rekomsten av Bj
relativt til BS er ste¢rre under Ai enn under Ar' Nar aij =1 for alle i og ]
er A og B stokastisk uavhengige. Dette kan lett visast.

Sidan

(a.*b.-p..)(a_*b _*p_)
= = J =) L , 1=1, 2, ..., r—l;j=l’ 2, ..., s-1

a.. =
ij  (a;-brpy)(a~b.op..)

har vi at a, . er invariant under transformasjonen

(3.3) Pij -> ai * bj ‘ pij

for ei kvar mengd av dei positive tala {ai}, {bj} som er slik at

r s r s
z z a; - b. - pi.'= z z Py: = 1. Dette vil seie at kryss-

i=1 j=1 . =1y M
produktforholda aij er mdl for samspel som ikkje blandar marginalinforma-
sjon med samspelinformasjon. Mange av dei mest kjende mdla for sam-
spel har ikkje denne eigenskapen.

Elles viser vi til Altham (1970) som gir ei utf¢rleg grunngiving for
at mdl for samspel i to-vegstabellar be¢r vere funksjonar av kryssprodukt-—
forholda «a...

1]

Vi skal no vise at vi kan skrive modellen for uavhengigheit pé formen

o
Jo,B'
Ved & nytte (2.3) far vi for aij uttrykt ved dei kanoniske para-
metrane,
aij = exp(eij—eis-erj), i=1,2, ..., r=1; 3=1, 2, ..., s=1.
= ; 1
La 8 = (8)150ees8) 58y 0eeesfypennsd 1oyene, B0 08 1,8 1)
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1 2 3 s sﬁr—2)+l .s(r=1)+1
1 1 1 L ] 1
1 /1 0 0 .00-10. .00 . .00-100.
2 /'o 10 00-10 00 00 0-10
s=1] 0 0 0 01-10 00 00 000
(3.4) B =
s(r=2)+1 0 0 0 .00 00...10. 0-1-100

%\60 0O ...00 00...00...1-1000.

der h = rs og dy = (r=D(s-D).
Da har vi at

B8 =0
er ekvivalent med

a.. =1,

ij 1=1, 2,

Dette vil seie at hypotesen (modellen) for uavhengigheit kan skrivast pi

formen 33 .
0,B 7]
3 Vi skal no etablere ein test for hypotesen {3 B,rnot alternativa
f; 3 (definert ved (2.5) ), der B er gitt ved (3.4), v =0,
= 1
U (all""’als—l’a21’""323—1""ar—ll""ar-ls—l) s

og a—ane er faste reelle tal, dvs

)
odell .
modellen j;,B

A priori restriksjonane B9

. vi skal studere parameteren y under

= Uy kan dermed uttrykkjast ved

- - = i = 2 L, r=1: 3 =1, 2 s-1
(3.5) eij Bis erj ain, 1 1, ’ ’ ’ ] ’ > ’
som igjen er ekvivalent med
P.. ° P _
a,, = —3 IS - exp(a..y), 1 =1, 2, ., r=1; j =1, 2, s
ij  p.. - . ij
is rj

For fordelingsklassen 7Ddefinert ved (2.4) har vi
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r S
(3.6) dPe a(e)exp(ii1 jzleijxij)dPo
(1,j)#(r,s)
der . s
a(e) = (rs)N(1+ I -z expe..)_N
i=1 j=1 1
(1,7)#(x,s)

] :
Sidan ?J er J avgrensa ved (3.5), finn vi ved & setje (3.5) inn

) Y,B
i (3.6) at j; g ef gitt ved

r-1 s-1 r-1 s-1

(3.7) dP_, = a(®) exp(y Z T a,.x.,.+ I 0. x, + I 6 .x .,)dP .
) i=1 j=1 1371) ;4 1s 1+ 5=1 rj +J o

Ved & nytte Setning 2 finn vi at testen som forkastar H : y = 0
(uavhengigheit) mot A : y > O nar
r-1 s-1

Y= £ z ai'Xi' > k(X
i=1 j=1 ]

X X

FRRERIS SR X

) er 0.A.S.S. test
s-1

+1°°° +

med niva e.

k vert fastsett slik at

.Ekgl(jlxl+,...,xr_1+ ,x+1,...,x+s_1) + ulgl(k}x1+,...,xr_1+,x+l,...,x+S_1)
]

der O é'

gl(y[x1+,...,xr_1+,x+1,...,X+S_1) = Xis f(xll,...,xrs)
1
( 1+ ) ( *2+ Yeoo ( Er+ )
- XipoeeosXyg  XppoeeesXy Xrl,""xrs
x€S1 N ’
( )
L IR PRPEPE S
r-1 s-1
= {x:Z I a..x,.= = v cee cen !
Sl tx i=1 j=la1]X13 yh, x (xll’X12’ 1¥1g° 1% ’xrs)
r-1 s-1
. =x .- Ix..,3=1,2, ..., s, X, =%X,, = LIx..,1=1,2, ...,
r]j +] j=1 b is i+ 5=1 ij

og £(+) er den betinga fordelinga for (Xll""') gitt (X1+,....).

= €
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Sidan den betinga fordelinga for (X

COUPRTI SEFTN- SETPPIS 3

multivariat hypergeometrisk,

ralisert Fisher-Irwins test.

Dette resultatet kan

Nemnaren i uttrykket for den

_p) sitt

117 %1 s

_1) under H (uavhengigheit) blir generalisert

er det naturleg & kalle testen for gene-

grunngivast ved eit kombinatorisk resonnement.

generaliserte multivariate hypergeometriske

fordelinga er lik talet pa& mdtar vi kan dele populasjonen inn i s grupper

(etter kjennemerket B) med storleikar X, 0%,

talet pad matar vi kan dele dei X4

kjennemerket A inn i grupper med storleikar X 0¥

einingane i andre kategori (AZ) inn

osv.

Merk:

..sX, . Teljaren er

2°° +s

dei x

127 %18 2+

i grupper av storleikar x

delinga til testen p& tradisjonelt vis.

21°%227 "

lik

einingane i f¢rste kategori (Al) til

e 9 X
b 25’

Ved & ta i bruk Lemma 2 (sj& Vedlegg 2) kan vi ogsd finne nullfor-

Nér vi 1 praksis skal gjere bruk av metoden som er omtala ovafor,

ser vi bort frd randomiseringa.

(y=0) mot y> 0, dersom dei observerte Xi+’ i

=1, 2, ..., r=1,
1, 2, L, =13 3 =1, 2, ..., s
i
g§§gl(z,x1+, N SEPIRS SETRRR &
s—1
Zai.xi. <Y).
j=1 ] 1]

Dersom alle aij-ane er heiltal, og minst ein aij er lik 1,

X+j’ j=1, 2, ..., s-1 og Xij’ 1=
er slik at
Gl(Y X1+""’Xr-l+’x+l""’x+s-l) =
der . r-1 s-1 r—-1
Y =max(Z I a, . X, . z
x i=1 j=1 "3 Y i=1
blir
Y=¢-1.
Nér r = 2 og s =

2 (2x2-tabell), far vi Fisher-Irwins test.

Vi forkastar hypotesen om uavhengigheit

-1

s-l) > l-€.

Utrekninga av den betinga fordelinga g, (og dermed Gl) er rekne-

messig ressurskrevjande pd den forma den ligg fore.

Elementer rekning viser at den multivariate hypergeometriske for-

delinga kan splittast opp i eit produkt av (r-1)(s-1) "hypergeometriske

fordelingar".

Dette resultatet er kjent frad Lancaster (1949).

fordelinga 81 kan dermed skrivast pd f¢lgjande form

Den betinga
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r s
z I X
Sk is=k+l j=g M
d ) ( r )
I X.
r-1 s-1 X . _ is
g (y|x y eee.) = L T T ki 1=k+1
1 1+ S k=1 g=1 r s
xe 1 z L X..
A=k j=2 13)
r
%y
1=

r-1 s-1
= I I omf! (x )

xeSl k=1 2=1 k& kL

der
r
I x., =
i=k+1 P

W M

i T ke

k

dvs. 8, kan uttrykkjast som konvolusjonen av dei betinga fordelingane
féﬂ’ k=1, 2. ..., r=-1, 2 =1, 2, ..., s=1. Dette forer til f¢lgjande
enkle prosedyre for utrekninga av 8¢

La

Zre T qke®ke

der akz er heiltal.
La vidare
z=1{0,1, 2, ...}
og

, .
ka(Z/akQ)’ z/akl heiltal

£ (2) = {O ellers

ke
La t = t(k,%) vere ordninga av indeksmengda (k,%2), k =1, 2, ..., r-1,
£ =1, 2, ..., s=1 der & gar raskast, dvs. t(1,1) =1, t(1,2) =2, ...,
t(l,s-1) = s-1, t(2,1) = s, ..., t(r-1,s-1) = (r-1)(s-1)
og la
Ve =2, t Yeqo £ = 2, 3, ..., (r=1)(s-1)

der r-1 s-1

L2 x,

Yy T 24 08 YV _ -1y -V =
1 1 (r-1) (s-1) k=1 2=1

(r-1) (s-1)

Iz = X z .
1y k2 e=1 t

z
k
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Ved rekursjon finn vi

£ ()

ifll(y—z)flz(z)

£y = Zf(t_l)(y—z)ft(z), £ =3, 4, .., (£=1)(s-1)
VA

d d
o8 derme ((r-1) (s-1))
gl(y|x1+, ceed) = £(y)
Dersom vi spesielt vel aij = 1 for alle i og j blir
r-1 s-1
Y= I z Yi.
i=1 j=1 *J

og den betinga fordelinga 8, blir redusert til den hypergeometriske fordel-

inga
s—1 s—1
T x+j N- I X, .
371y e
r-1
y LX., -5
1=1 1+
N
r-1
( z x.+)
i=1 *

Ovafor blei det vist at vi kunne studere uavhengigheit/avhengigheit
i rxs-tabellen ved analyse av kryssproduktforholda aij (definert ved (3.2) ).
Samtidig peika vi pad at aij har fornuftig tolkning, slik at vi kan oppnd
interessant detaljinformasjon gjennom analyse av desse parametrane. Spesielt
kan det vere aktuelt & unders¢ke om det er trend i1 kryssproduktforholda,
dersom forspalten (eventuelt hovudet) i tabellen har ei naturleg ordning.
Som vi skal sj& nedafor, kan problemstillingar med trend kome til uttrykk
i modellen (3.5). Vi fg¢reset at forspalten i tabellen har ei naturleg
ordning.

Laagl = {a(i) : a(i) < 0 og a(i) monotont veksande for i > 0}
og

ng = {a(i) : a(i) > 0 og a(i) monotont avtakande for i > 0}

Ved & la
a.. eﬂgl, iji=1,2, ..., b

1]
og
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3. 5’42, i=b+1,b+ 2, ..., s-1

i (3.5), far vi for v > 0 at

og
b+1, b+ 2, ..., s-1.

—
[
N
.
a}
—
-
[
1l

Vi har dermed vist at metoden ovafor (Generalisert Fisher-Irwins
test, med sarskilt val av aij-ane) ogsd kan bli nytta til & wvurdere trend i

b

kryssprodukta aij’ i=1,2, ..., r-1; j =1, 2, ..., s-1.

Merk. Dei gitte reelle tala aij’ i=1, 2, ..., r=1; 3 =1, 2, ..., s-1

som inngdr i modellen ?? g» Skal fastsetjast pd grunnlag av den apriori
b

kunnskap vi har om fenomenet som vert undersgkt.

Metoden har to bruksomrader:

(1) metode for & avslg¢re om det generelt er avhengigheit mellom kjenne-
merka i tabellen. Dersom det er feil i modellf¢resetnadene (nokre
av aij—ane er feil valde), sd fg¢rer dette til at metoden taper
effektivitet. Sannsynet for feilaktig & pdstd avhengigheit mellom

kjennemerka i tabellen blir derimot ikkje forstyrra av feil i modellen.

(i1) sluttningsregel for dei underliggjande parametrane; dvs. metode for
4 undersgke om det eksisterer ei sarskild spesifisert avhengigheit
i tabellen. Vi kan formulere dette som tre—desisjonsproblem ved
parameteren Yy, og nytta tre-desisjonsregelen som svarar til test-

prosedyren gitt ved G,, dvs. vi kan pastd y > 0 dersom

1’
G IRy see s X 0K s X ) > 1- e
og Yy < 0 dersom
Gl(YIX1+,...,Xr_1+,X+l,...,X+s_1) < e.

Nivdet er e, dvs. sannsyna for feilaktig & pdstd y > 0 og feilaktig

& pdstd vy < 0 er he¢gst e.

3.2. Symmetri

Vi seier vi har symmetri i ein rxr-tabell dersom

Pis = Pji i#3; i, 3=1,2, ..., 1
som-er ekvivalent med P..
= 1 1 1 = = _._1—‘]
i =L i <i §=1,2, ..., ¢ der By Pji'
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Dersom vi har data som er resultat frad ei panelunders¢king, kan
kvart individ i utvalet klassifiserast etter same kriteriet pa to ulike
tidspunkt. Det vil da ofte vere interessant & vurdere materialet i den
framkomne kvadratiske tabellen gjennom omgrepet symmetri. Symmetri vil
seie at det er "fullstendig likevekt'" mellom tilstandane; like mange har
gatt fra A til B som frd B til A. I Byrdet vil det i samband med Arbeids-—
kraftundersgkinga vere interessant & studere dei ulike overgangane mellom
kategoriane sysselsett, delvis sysselsett og ikkje-sysselsett. Symmetri
1 tabellen vil her seie at sannsyna for tilgang og avgang fra sysselsett til
delvis sysselsett og ikkje-sysselsett er parvis like, sannsyna for tilgang
og avgang fra delvis sysselsett til sysselsett og ikkje-sysselsett er parvis
like og sannsyna for tilgang og avgang frd ikkje-sysselsett til sysselsett
og delvis sysselsett er parvis like. P& tilsvarande midte kunne det vere
interessant & studere pendling, kriminalitet, stemmegiving ved val, osv.

Vi har den situasjonen som er skildra innleiingsvis i kap. 3 med
s = r, altsd ein rxr-tabell. Vi vil nedafor vise at modellen for svmmetri
kan skrivast pd formen j§>B'

>

Ved & nytte (2.3) far vi Bij uttrykt ved dei minimalkanoniske para-

metrane
Bij = exp (eij-eji), i< 3.
La
123 ..... r v+l r+2 r+3 ,.2r+l...... 3r+2...(r=1)r+1..h-1
1/0100....0-1 0 00..0 O0...... 0...0 O0..... 0
2/0010....0 0 0 00=-1 0...... 0....0 O..... 0
r-0000....1 0 O 00..0 O0...... 0....0 -1 ....0
r{0000....0 0 0O 10..0-1...... 0....0 0. 0
(3.8) B=r+10000....0 0O 0 O01..0 O...... -1....0 0 . 0
dlkoooo....o 0O 0 00..0 O...... 0 1 0 -1

der h = r2 0g d;= ir(r-1).
Sidan
B6 =0

er ekvivalent med

Bys = L i<

kan hypotesen (modellen) for symmetri skrivast pa formen

By
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under modellen

Vi skal no etablere ein test for hypotesen ZB B
}3 B (definert ved (2.5) ) der B er gitt ved (3.8), v = 0,

U= ( ..,a

1
P kLR Pl ETLy YRR R MEREEEL N S PL N SEL S g
og aij’ i < j er faste reelle tal, dvs. vi skal studere parameteren y under
modellen % .
};,B

A priori restriksjonane B6 = Uy kan dermed uttrykkjast ved

(3.9) eij - eji = ain’ i<

P..
ij . .
.. = —= =exp(a..vy), 1< j.
iy py i]
7
Sidan 33 er‘{(definert ved (3.6) med s = r) avgrensa ved (3.9),

,B
far vi ved & setje (3.9) inn 1 (3.6) at ?? g ©rf gitt ved

(3.10) dP, = a(f)exp(yZL Za..x..+ I 0..x..+L I6..(x..+x..) ) dP .
6 i< 13713 ; 1111 i< Jj1r 13 31 o

Setning 2 gir da at testen som forkastar

H: v =0 (symmetri) mot A : vy >0

nar
Z = ; g aij xij >k (W’X11’X22""’Xr-1r—1>
1<]
! =4..+ .o Y = ) ‘; e o .:f DIIRY
der Jij YlJ le og W (w12’ W1 oWogs Wy ,wr_lr),

er 0.A.S.S. test med niva .
Som vi skal sja nedafor, er k berre avhengig av W. Derfor blir

testen som forkastar

H: vy=0 mot A: vy >0

Z > k(W)
0.A.S.S. test med niva €.

Under H har vi at

r-1
pr(N W..=w..), N K..=x..) )
i< ij 1ij iop il
r-1 p *ii P wij
1i ij N N! 1
= I (=) I P - -1 z . . ! (w..=..)!)
i=1 “rr i>] Prr rr -1 * i i71]

Mox, L(N- T %, =L Tw ) %1314
i=1 i=1 iy i<




28

- W.
r . 1J
_rlpu t plj) 1 N N! Tnz ()
= 1= I Pre T-1 r-1 <ix.. X
i=1 “rr  1>j “rr Tx. . 0(N- T x,.-% fw, )T Tw, 0t %17 7ij
i=1 i=1 i<j 1<]
N1 tmlpgg APyl Vil
T -1 r-1 El( r) I.I>I.[(2 rr) Prr
i X, 'H Hw '(N- ) Xos - Zw..)! t r 2]
i=1 l<J i=1 i<j i
W.. W..
11 Yii i
sidan Tm £ ( )= 1 2% =1 2%,
1<] le le 1<] 1>]

Dette gir vidare at

r-1
pr (/) (X —x )l/) (w -w D, /1 X..=x..) )
ij’’. 11 L.l
i<j i<j i=1
r-1
pr(/) (X, .=x..), ﬂ(w =w..), ) (X..=x..) )
1 ij°’! 11 11l
i<j i<j i=1
r-1
Pr(/) (W, =, ), ) X .=x,.) )
i<j 15743 i=1
x Yi;
N! r-1 p.. "ii P-.
j N
r-1 r-1 I 11) T 1 - ) prr
Mo U0 Mt Gk, )U(N- D ox =T Sw ) 1=l "rr  1>j “rr
_i=1 ici iy I i=1 icj *d
N! r-1p,. *ii P Vi
r-1 r-1 ’El( rr) §>¥(2 r prr
T ox, M T, (N- 2 %, =T Zw, ) t J
i=1 icy H i=1 't iqj
T NMw..!
i<y 1 Vi Yiie Vi
TTIGL D G )] T s ?<V(x..) 2 ™.
i< iy 13T i4) i<j "ij

Vi har dermed vist at k er uavhengig av Xll’XZZ""’er'

k vert fastsett slik at

2 g, (Glw) + u g, (k|w) =
3>k 2 292
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der
Woo o WL
gz(z]w) = T il F(X ?) 2 1 s

xleR1 1<] 1]

= L}
I P T T YERTEIL S NEPTREL SV SNETS SEPRE SN
R, = {x, : T Za..x,. = z} og
1 1 i< 1] 1]

I praksis forkastar vi hypotesen om symmetri, vy = 0 (mot y > 0)

dersom dei observerte Xij; i< jog wij; i < j er slik at

Gz(£|w) = Ig,(alW) > 1-¢

257
der
Z = max(Z Zai.xi. : I Zai.xi. < Z).
x; <] SRR S e

Dersom alle aij—ane er heiltal og minst ein a]._j er lik 1, blir

Z=2-1.
Nar r = 2, fell metoden saman med den vi fann for 2x2-tabellen

i Aaberge (1979).

I den betinga fordelinga g, ser vi at Xij-ane (i<j) er uavhengige og

binomisk fordelte (Wij,%). Vi kan derfor rekne ut G, ved hjelp av program for

den binomiske fordelinga og den diskrete konvolusjonen.

3.3. Avgrensa symmetri

Vi seier vi har avgrensa symmetri i ein kvadratisk tabell (rxr-tabell)
dersom

le = pji’ (193) € S,

der SC {(i,j) : 1 # 3} .

Nar S = {(i,j) : i # j} har vi altsd full symmetri i tabellen.
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Problemstillingar uttrykt ved avgrensa symmetri, vil som for
symmetri vere spesielt aktuelle ndr vi har paneldata. Problemet kan f.eks.
dreie seg om & unders¢ke tilgang og avgang frd ein kategori i forhold til
dei andre. Eit eksempel p& dette kan vere ei valunders¢king, der hovudpro-
blemet er & finne ut om avgangen frd det st¢rste partiet til kvar av dei

andre partia er lik den tilsvarande tilgangen frad kvar av desse partia.

Ved & 1la
P..
Bi' = 11
iooeyg

far vi avgrensa symmetri dersom

Bij =1 for alle (i,j) € S.
Det f¢lgjer opplagt at modellen for avgrensa symmetri kan skrivast
pd formen ); B’ der B no blir sett saman av dei linjene fra matrisa defi-
b
nert ved (3.8), som svarar til dei par (i,j) € S; i < j. I denne situa-

sjonen blird, = talet pd (i,j) € S for i < j.

1
Vi skal no etablere ein test for hypotesen ?) mot alternativa

j§>B (definert ved 2.5) der B er eidﬂ_x (h—l)—matriseoéﬁtt ved dei linjene
i m;trisa (3.8) som svarar til para (i,j) € S for i < j; v =0,U er ein
vektor (med dimensjondi) som er sett saman av elementa aij’ (i,j) e s, i< j,
der aij-ane er faste reelle tal. Denne reformuleringa av problemet set oss
i stand til & vurdere hypotesen om avgrensa symmetri uttrykt ved ein para-
meter, y. For & fa dette til har vi avgrensa oss til modellen fy,B; dvs.

vi har lagt apriori-restriksjonane

B6 = Uy
p& parameterrommet, dvs.

(3.11) 6.. - 0.

ij ii = ain; (1’J) € 5, 1<

som er ekvivalent med
P,

=_____‘]_= . P . .
Bij pl exp(ain)’ (19.]) € s’ 1< J-

]
Sidan I? g ©f jD(definert ved (3.6) med s = r) avgrensa ved (3.11),

far vi ved & setje (3.11) inn i (3.6) at ?3 g ©eFf gitt ved
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(3.12) dP, = a(®) exp(y Z I a,.x.. + I I 8..X..
° (i,j)es 1 (i, B
i<j 1,1)#(r, 1)
+ z T G.i(x..+x.i) )dPO
(i,j)es I+

i<j

Vi har gjort bruk av at

T 0., %...
(i,jdes Y1 M (q,5)es It I
i>j i<j
.. = X.. .. = (W.. : i<j; (i,j)eS; i,j = 1,2,...,1),
La w1J XIJ + le, W, (wlJ i<j; (1,j)€S; 1,7 =1 r)
og X, = (Xij : 1< 3j; (1,7)68; 1,7 = 1,2,...,1).

Setning 2 gir da at testen som forkastar
H: y =0 (avgrensa symmetri) mot A : v > O

Z.=% I a..X..>k (W,,X.)
(i,3)es 1 1’71
i<;
er 0.A.S.S. test med nivd «.
P& tilsvarande mdte som i kap. 3.2. finn vi at k berre er avhengig
av Wij » 1 <j, (i,j) € S. Derfor blir testen som forkastar H : y = 0

mot A : vy > 0 nar

Z1 > k (wl)

0.A.S5.S. test med niva e.

k vert fastsett slik at

.Z g3(3‘w1)-+p3g3(k]w1) = ¢
3>k

der
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Wi . "Wi .
g3(21]w1) =t nm 1m (%21
R, (i,3)esS x

i ij
1<] -

R, = {xi., i< j;@i,j)es: T I a,.x.. = zl}
J (i,j)es 3 H
og i<j

I praksis forkastar vi hypotesen om avgrensa symmetri, y = 0

(mot y > 0) dersom dei observerte Xij og wij’ i< j, (i,j) € S er slik at

7 ‘ - -—
G4z, W) z~g3(ziw1> > 1-¢

2z,
der
Z1 = max( I z agiXo. s T I a, X, < Zl).
x (i,i)es MM (4,5)es I H
i<; 1<
Nar S = {(i,j) : 1 # j} blir metoden identisk med den vi presenterte
i kap. 3.2.

Som vi nemnde innleiingsvis, kan analysen av ein kvadratisk tabell
(rxr) f.eks. dreie seg om problem hovudsakeleg knytta til den eine kate-—
gorien i tabellen. Som eksempel nemnde vi ei valunders¢king, der ei gruppe
menneske har gitt uttrykk for partipreferanse ved to val. Dersom det er
r-1 aktuelle parti kan vi gi att materialet i ein rxr-tabell. Den f¢rste
kategorien til kjennemerka er '"veit-ikkje''-gruppa, medan dei resterande

r-1 kategoriane er dei aktuelle partia. La oss tenkje oss at hovudinteressa

er knytta til parti r (kategori r). For & studere eventuelle overgangar

mellom dette partiet og dei andre partia samt "veit-ikkje''-gruppa, kan vi

bruke resultata ovafor med

S ={(i,r) : 1i=1, 2, ..., r-1}.

Dermed kan vi forkaste hypotesen om avgrensa symmetri,

y=20 (pir = P.i i=1,2, ..., r=1) mot vy > O

dersom
r-1
Z)= La, X, >k (W U ,....,W )
=1 1T 1T 1r" 21 r~1r
der
i) =X +X ., 1=1, 2, , r=1.
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3.4. Samspelsymmetri

Kryssproduktforholda aij definert ved (3.3) er mdl for samspel i

to-vegstabellar. Vi seier vi har samspelsymmetri i ein rxr-tabell dersom

i#3; i, 3 =1, 2, ..., r-1.

O.. = Q..,
ij ji
som er ekvivalent med

Aij =1, i< j<r
der
aij
)\ij=r,l<_‘]<r.
ji

Nar r = 2 (2x2-tabellen) blir samspelsymmetri ekvivalent med symmetri.
Ved & nytte (2.3) og (3.3) fir vi for xij uttrykt ved dei minimal-kanoniske

parametrane
A.. = ..=0..- +06 _.-0 _.+9, i i .
i exp(elJ 931 eir erl GrJ GJr), i<j<r
Vi har dermed at
Xij =1, i<j<r
er ekvivalent med
0.. = 6.. - 6. +6_.-6_.+6, =0,1i<j<r.
ij ji ir ri rj jr

slik at modellen (hypotesen) for samspel-symmetri kan skrivast
pd formen ?2 B’ der B er ei dlx (h-1) matrise med rang (B) = d, =
b

2 1
(r-1)(r-2)/2 og h = r°.

Vi foreset

3.1 .. = B.. = ..—=06_.) - .—0. = a.. i i
(3.13) elJ 631 (Glr Srl) (erJ GJr) a;:v s i <j<r

der aij—ane er faste reelle tal, dvs. vi har ein apriori-modell av typen

B8 = Uy

der U er ein dl—dimensjonal vektor med faste reelle tal.
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)

La 3? g vere fordelingsklassen )/(definert ved (3.6) ) avgrensa
ved (3.13). Ved & setje inn for (3.13) i (3.6) far vi at j? g erf gitt ved
(3.14) dP_ = a(8)exp(y Z Z a..x..+ £ % 6..w..

® i<jer MM qcier 3T Y
r-1
* lEleiixii * e1rt1 * er1t2 * er-lrt3 * er-lrt4
r-2 r-2
+ 6, u, + I 6 v )dP ,

k=2 kr k 9=2 r{ 2" o
der

W =x,. +X..,

ij ij ji
r-1
B1 TXpp t P X
j=2
r-1
By T Xpp T L Xqp
i=2
r-2
B3 T Fpgr TP Ry
i=1
r-2
by = frr-1 .Z ir-1°
i=1
r-1 k-1
u =X + L X,. = L X,
k kr jokt1 kj i=1 ik
08 r-1 2-1
v =X - I x .+ IXxX._.
L ri j=2+1 L3 i=1 12

Setning 2 gir da at testen som forkastar

H: vy =0 (samspelsymmetri) mot A : vy > O
nar

Zy= rIa .X.>k (T,U,V,W,Xll,xzz,...,Xr_lr_l)

1<3<r

er 0.A.S.S. test med niva .
der

= ' = ' = oo o ',
T = (Tl,. .,Th) , U (UZ,...,Ur_z) , V (V2, ’Vr—2)
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Den betinga fordelinga til 2, gitt X X T, U,

2 110 Xo20 oo Xpoqpere
V og W under H har i denne situasjonen ei meir komplisert form enn 1 dei
tre f¢rre avsnitta. Men som tidlegare blir ogsd@ denne fordelinga uavhengig

av parametrane (p) i modellen for tabellen.

3.5. Marginal homogenitet

Nar kjennemerka i to-vegstabellen har like kategoriar, vil det vere
naturleg & samanlikne fordelingane til dei to setta av marginalsummar i
tabellen. Som eksempel pd slike tabellar kan vi nemne situasjonar med
paneldata.

Vi seier vi har marginal homogenitet i rxr—tabellen dersom

Py =Pys 1= 1, 2, on, 1oL,

Nar r = 2 blir dette ekvivalent med symmetri. Uttrykt ved dei minimal--

kanoniske parametrane eij har vi marginal homogenitet dersom

expﬁi. =

exph.
1 I

1 ]

MR
N R

. i’
J

som er ekvivalent med

T
z expeij

log (Jil-————) =0,1i=1, 2, ..., r-1,
r

I expb..
j=1 7%

dvs. modellen (hypotesen) for marginal homogenitet er ikkje pa formen

7

0,B.
Vi har dermed vist at modellen (hypotesen) for marginal homogenitet ikkje
er affin og i fe¢lgje Lemma 1 ikkje reguler. Dette hindrar oss i & nytte
den same framgangsmaten som tidlegare for & etablere ein test for hypo-
tesen om marginal homogenitet.

Bishop et al. (1975) peikar pa at det er umogleg & uttrykke marginal
homogenitet pa ein enkel mdte i den log-lineare modellformuleringa. Dei
fe¢reslar derfor & studere marginal homogenitet under apriori-fg¢resetnaden
om samspel-symmetri. Arsaka til at dei vel dette utgangspunktet er at

samspelsymmetri i tillegg til marginal homogenitet blir det same som symmetri.
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Vi skal derfor fg¢resetje samspel-symmetri apriori, dvs.

(3.15) 6..-6._ -6_.=6,, -6, =-6.,1<j<r.

ij ir rj ji jr ri
Under (3.15) er hypotesen om marginal homogenitet ekvivalent med
symmetri. I kap. 3.2 viste vi at hypotesen om symmetri var regular.
Dermed har vi at hypotesen om marginal homogenitet under modell (3.15)

er regular. I tillegg til (3.15) skal vi fgresetje at

(3.16) eir - eri =a;y, 1= 1, 2, ..., r=-1.

gjeld apriori.

Under modell (3.15) blir vy
La ?3 g vere fordelingsklassen tﬁ>(definert ved (3.6) ) avgrensa

b
ved (3.15) og (3.16). Nir vi set inn for (3.15) og (3.16) i (3.6) far vi

0 ekvivalent med marginal homogenitet.

D) .
at j&,B er gitt ved
r-1
(3.17) dp, = a(®)exp(yI Z(a.-a.)x,. + L Z68..(x..+x,.) + I 0..x..)dP .
6 i< 1 37713 i<j J1 13 j1 j=1 1+ 12 o

Vi ser at ?3 B gitt ved (3.17) er med i fordelingsklassen (3.10).
b
Ved & la

aij =a, - aj, a_ = 0; 1 < j

i (3.10) féar vi frd kap. 3.2 at testen som forkastar

H: vy=0 mot A: v >0

nar
Z3 = I Z(ai—a.)Xi. > k(W)
der Mo (W gsee s Wy Wy Wy W),

er 0.A.S.S. test med nivd «.
Vi kan dermed nytte prosedyren for symmetri (GZ) fra kap. 3.2 med Z erstatta

med 23, der

Z3 = max(Z Z(ai—a.)xi. : I Z(ai-a.)x.. < 23).
X i<j R TS 34
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3.6. Diagonal-parameter symmetri

Vi har diagonal-parameter symmetri i ein rxr—tabell (rz3) dersom

(3.18) pij/pji = St, t =j-i,1 < j.
Dette symmetriomgrepet blei presentert og dr¢fta av Goodman (1979). Para-
meteren Gt uttrykkjer odds for at ein observasjon vil falle i ei av cellene
(i,j) der j-i = t heller enn i ei av cellene der j-i = -t for t =1, 2,...,r-1.
Goodman (1979) peikar pa& at modellar med diagonal-parameter symmetri er
spesielt eigna for analyse av rxr-tabellar ndr kategoriane til kjennemerka har
ei naturleg ordning.

Under ein modell med diagonal-parameter symmetri er forholdet mellom
talet pd overgangar frd i til j og j til i det same for alle (i,j) som er
slik at j-i = t. Vi skal no vise at modellen for diagonal-parameter symmetri
er pad formen ?2,3 gitt ved (2.5).

La g = log Gt’ t=1, 2, ..., r-1. Ved & nytte (2.3) far vi for
(3.18) uttrykt ved dei minimalkanoniske parametrane eij = log pij/prr’
(3.19) 855~ eji = gj_i, i<]

La B vere gitt ved (3.8) der h = r2 og il = r(r-1)/2.

La vidare

€= (glggzy"',g

Lo
<
wn
o
1

r-1 (dO er definert i kap. 2).

Ved & la v = o og

2 3 .0 0. . 1l T

1 0 0 0

0 0 0
0 0

1 0

0 0 1 0




der aij-i’ i < j er faste relle tal med a =0, j=2,3, ..., r, folgjer

1j-1
at
B = U(})
er ekvivalent med (3.19), dvs. modellen for diagonal-parameter symmetri er
pé formen 23 B gitt ved (2.5).
Vi sk;I etablere ein test for hypotesen %13 under modellen E3,B

der £, B, U og v er gitt som ovafor. Vi har dermed lagt f¢lgjande apriori

restriksjon pd parameterrommet,

Y
B6 = U
(g)
<=>
(3.20) eij - eji = gj—i + aij—iY’ i<
der alj—l =0, j =2, 3, s T
<=>
pij/pji = 5t exp(aiiy), t = j=i, 1 < j
der alj—l =0, j =2, 3, ..., r. i

S
f? g of altsd f’(definert ved (3.6) med s=r) avgrensa ved (3.20).

Ved & setje inn for (3.20) i (3.6) far vi at 33 g ©f gitt ved
r-1
(3.21) dP_ = a(®8) exp( vy £ a.. .xX..+ I B..%.. + I 0..(x..+x..)
S 1<i<j 1J-113 ;_4 11 11 i<; J1i 1 J1
r-1 r-t
+ I gt z Xii+t)dP0'

t=1 "i=1

Setning 2 gir da at testen som forkastar

H: vy =0 (diagonal-parameter symmetri) mot A : y > O nér

z4 > k(v,w,xll,xzz,...,xr_lr_l)
r-2 r-t )
der Z, = I a,. .X.. = I ra.X..,., W..=X..+X..,
4 1<i<j 1j-1"1j t=] {=p Lt 11+t 1] ij ji
r—-t
= = T J
Vt iilxii+t’ W (w12""’wlr’NZB""’w2r""’“r—1r)

og V'=(V1,V2,...,V ), er 0.A.S.S. test med niva e.

r-1
Vi skal vise nedafor at k berre er avhengig av V og W. Dermed

blir testen som forkastar

H: vy=0 mot A: vy >0
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z4 > k(V,W)

0.A.S.S. test med niva e.

Vi skal no vise at nullfordelinga til testen er konvolusjonen av
r-2 multivariate hypergeometriske fordelingar.

La x = (Xij t:1<i<j,i=2,3, ..., v=13 j =3, 4, ..., r) og

r-t

1ilxii+t = Ve t=1, 2, ..., r=-1, Xij+xji = Wij’ i<jlt.

Nar H er oppfylt far vi fra (3.21),

r-1- r-1
(3.22) Pr(N) (V,=v), N . .=w..), (X .=x..) )
£=1 ic;j H0H i o

r r -1 r-1 r-1

= I N!| I mx..! exp( Z 0..X..+ X 0,.w..+Z & v)
ij .oiiTid i< jitii 7t t

r-1 . r-1 -1
=N!'| OIx..!lv. Y(w, -v. )JI(N-2Z x..-Z w..)!
r- r r-1 . 11 .. 1]
i=1 1<]

r-1 r-1
. exp(.Z e.ixi.+ L 6..w..+ I Etv ) z omo x..!(wij—xij)!

i=1 TP ey PR g B S x; s LK<

1<i<j

r-2 r—-t r-t -1
e 1 (vt— L x.. ' (w -v + I X. )N

1i+t t+l 't . i+t
e=1 © = 1 i=2 L

r-tr Wr-—t-lr—l W33+t
z ( ) z ( )« oo T ( )

Xr—tr *r-tr Xr—t-1r-1 Xr-t-—lr-—l X33+t X33+t

Yoo+t V114t
D ( YO r-t ) = (
¥ooet ¥22+e VeI Fiise t
1=2
som gir
r-2
1 r 1 - 1
(3.23) (I nMw..!T w1t+1)2 IIx..'(w.. Xij)'

1<i<j M oe=1 L1<i<j RS

r-2 r-t r-t -1

- + ]
Va1 Vet E Xppa)!
1=2

e I (v.- I x..
g=1 © j=p 117

DI




"
-1

1]
1<i<j
=] 3 (
X2r X3r X2r—1 X2r-1 Vr—3—x2r;1x3r
Yi-1r Ye-2r-1 Y34
z ( ) z ( ) I N ¢ )
Xr-lr xr—lr Xr-2r-1 Xr-2r—1 X34 X34
Y23 Y12
T ( YO r-1 )
¥23 X253 V17 F ®iia1
1=2 |
wlr-1+w2r w1r—2+w2r-l+w3r w12+w23+ : +Wr-lr
= ( ) ( ) L ¢ )
Ve-2 V-3 V1
r—-t
Low..
r-2 i=1 1*¢
= 1 ( )
t=1 vt

Ved & nytte (3.22) og (3.23) fir vi for den betinga fordelinga til

Xij’ 1<i<j, i,j=2,3, ..., r gitt V, W og Xii’ i=1, 2, ..., r-1
(3.24) pr( N x; )lfl(v =), N . (30 /7 (X, =x..) )
1<i<j i< i i=1 i
r-1
Pr(n<x )ﬂ(v-v)r\(w—w)n(x ) )
1<i<] i i<j H i=1 i1
-1 r-1
P v .. =X, .
r(f\l( ‘Vt) 1:§(W J—le) {:H(Xll xll) )

<i<j 1] t=1 i=2 11+t

r-2 r—-t r-t
Iiox,.!'(w..-x..)! - .. ! -v_+
X Ix (w1J le) I (vt I x ) (w 17V I X.
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Vii =2 Y1e+l
nn( )Oo¢( r-t )
1<i<] Xij t=1 vt-.Z Xiive
1=2
- -t
r=2 iElwiht
I ( )
t=1 v,
Yor w1r-l W3r Yor-1 wlr—Z
(DX ( ) (0 )( ) ( )
_ T2 Fip-l T3r Fop-1 *1r-2 o
w1r—1+w2r w1r—2+w2r-1+w3r
( ) ( )
V-2 Ve-3
Yelr Ye-2r-1 Y12
( ) ( ) - - - C )
... *r-1r *r-2r-1 %12
V12¥Wa3® e Ty
( )
V1
r—-t
der Xiee1 = Ve T .Z Xipo t=1, 2, 3, ..., r=2.
i=2
vi har dermed vist at k er uavhengig av Xii’ i=1, 2, ..., r-1.

I praksis forkastar vi hypotesen om diagonal-parameter symmetri,

Y = 0 mot v > O dersom

6z, v, = Tg (2[V,W) >1-¢
(YA
4
der Z, =max( I a.. .X,. pX X, . ),
b ciqq HTHAL O e ML 4
Yit+1 ]
¢ ¢ )
r-2 Vt—.EZXii+t -t "ii+t
gA(ZAIV’W) = I il r—tl I ( )
xeD t=1 5w i=2
i=1 ii+t ii+t
- )
L _
og t
n={x : L oa.. .x.. = 24}.
1<icj BT H

Sidan den betinga fordelinga (3.24) er produktet av multivariate

hypergeometriske fordelingar, kan vi rekne ut G4 ved hjelp av program for

den multivariate hypergeometriske fordelinga og den diskrete konvolusjonen.

R
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MERK: Nir r = 3 blir (3.24) den hypergeometriske fordelinga. I denne situ-
asjonen blir derfor metoden i dette avsnittet analog Fisher-Irwin's test

for uavhengigheit i 2x2-tabellar.

4. EKSAKTE METODAR FOR ULIKE HYPOTESAR I EIN TO-VEGSTABELL NAR MODELLEN
ER PRODUKTMULTINOMISK

I dette kapitlet skal vi sj& pa rxs—tabellen som resultat av r
multinomiske fors¢ksrekker, der verdiane til kjennemerket i forspalten av

tabellen er gitte. I denne situasjon far vi tabellen

Bl B2 . e e 'Bj e e e e 32 Sum
S RSTIRST X135 Xs | T
Ay
A ] ¥ Xi3 Xis | N4
Ar Xrl Xr2 er er Nr
Sum X+1 X+2 X+j X+S N
der Nl’ N2, cey Nr er gitte tal og Xil’ Xi2’ ""ins er multinomisk

fordelt med parametrar 4515 4 = Xq..=1,1=1, 2, ..., r.

i2> cor Y490 44 T % 94
Vi har derfor at modellen for tabellen erJ=1 produktmultinomisk.
Forskjellen pa denne tabellen og tabellen i kap. 3, er at vi no

foreset at marginalsummane Xi+ = Ni’ i=1, 2, ..., r er kjende/fastlagde

f¢r vi har samla inn datamaterialet. Denne tabellen vil altsd vise korleis
einingar fra r ulike populasjonar (Al’ cees Ar) fordeler seg etter eit

kjennemerke med s kategoriar (Bl, ceey BS).

4.1. Homogenitet

Vi ¢nskjer & vurdere tabellen med utgangspunkt i hypotesen om

homogenitet;

(1) gy =y = . .=a, j=1,2, .., s
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(4.1) uttrykkjer at sannsyna for B BZ’ cees Bs har halde seg

>
konstante gjennom alle forsgksrekkene. '

Dette er ei generalisering av den situasjonen som blir omtala i
kap. 3.4., Aaberge (1979).

Vi har at
.y i Trs gy, e, T-13 G =1, 2, ..., s-1

qrj " 95
er ekvivalent med (4.1).

Resultata som blei presenterte i kap. 2, gjeld for tabellar som er
resultat av ei multinomisk fors¢ksrekkje; dvs. begge kjennemerka i tabellen
er stokastiske. 1 dette kapitlet fgreset vi at dei r verdiane til kjenne-
merket i forspalten til tabellen er kjende; tabellen er resultatet av r
multinomiske fors¢ksrekkjer.

Modellen for ein rxs-tabell som er resultatet av r multinomiske

for§¢ksrekkjer, er som kjent gitt ved

r s T Ni! s 1]
4.3 P X..=x.. = I (——— 1 q..
(4.3) r(.fl (11( i le) ) ._1( 5 ._1q13 )
ELIE L onx, 1 37
j=1
der
s
Lq..=1,1=1, 2, ..., r.
j=1

Vi har f¢lgjande samanheng mellom 9 ss i=1, 2, ..., r;

j=1, 2, ..., s og parametrane pij,i=l,2,...r; j=1,2,...,s definert i kap. 3,

P..
1]
q =—,1i=1, 2, ., ry 3 =1, 2, ..., s.
iy py,
Dette gir
qij © g - pij " Prs - a
dis qrj Pig ~ prj H

Uavhengigheit for tabellen i kap. 3 er derfor ekvivalent med

homogenitet for tabellen i dette kapitlet. Vi har dessutan at den

produktmultinomiske modellen (4.3) kan uttrykkjast som den betinga multi-
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nomiske modellen i kap. 3 gitt marginalsummane Xi+ = Ni’ i=1,2, ..., r.
Vi kan dermed vurdere homogenitet for tabellen i dette kapitlet ved & ta i
bruk resultata vi kom fram til for uavhengigheit for tabellen i kap. 3.

I denne situasjonen har vi at parametrane nij gitt ved

n.. =log—,1=1, 2, ..., r;y j=1, 2, ..., s-1
is
er minimalkanoniske.
Uttrykt ved dei minimalkanoniske parametrane (eij) for modellen i

kap. 3, far vi

i3 ij is
(4.4)
nrj = erj’ j =1, 2, ..., s-1.
Ved & settje innfor (4.4) 1 (3.5) f&r vi at homogenitet kan studerast

ved hjelp av parameteren y under restriksjonen

(4.5) iy T Npy T 347 1S 1, 2, vo., r=1; j =1, 2, ..., s-1
<=>
q.. * ¢
—l—J—.—_r—i= exp(ai.y), i=1,2, ..., r=13 j =1, 2, ..., s-l.
s 9rj J

Vi skal no finne fordelingsklassen (4.3) avgrensa ved (4.5), jz B
Den tilsvarande fordelingsklassen (under studiet av uavhengigheit) i ’
kap. 3.1. er gitt ved (3.7). Ved & nytte Lemma 8 (kap. 2) Lehmann (1959)
finn vi derfor fordelingsklassen ;;)B frd (3.7) ved & betinga m.o.p.

b
marginalsummane X]._+ = Ni’ i=1, 2, ..., r. Dette gir

r-1 s-1 s-1

(4.6) dP_ = a'(Mexp(y £ I a..x..+ I n_.x .)dP!'
n j=1 j=1 HTEI4 ri +j’ o

' 1 1 = = = =
der Po er sannsynfordelinga svarande til 957 = 940 ... =9q

i=1, 2, ..., r.
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Setning 2 gir derfor at testen som forkastar hypotesen om homogeni-
tet, vy = 0 (dvs. dei r populasjonane (forsgksrekkjene) har samme fordeling
pd kategoriane til kjennemerket B) mot alternativa vy > O nar

r-1 s-1

Y= 1L z ai.Xi. > k(X
i=1 j=1

IEER SUTRERTS SUNRD)

er 0.A.S.S. test med niva e.
For & fastsetje k, treng vi den betinga fordelinga til Y gitt

X X for y= 0. Frd dei grunngivingane vi har gitt ovafor,

10 e Koo
folgjer opplagt at

s-1 r-1
85 (7[x,qs% g e e eux ) = Pry=o(Y=yl;31(X+j=X+j)’ {21(X1+=Ni) )

gl(YlNl’NZ""’Nr-l’x+1’x+2""’X+s—1)

N N
( L Y G
_ LS EREREE SN Xopoee oo g
XES N ’
1 ( )
EIREREEPE I
der ’ r-1 s-1

S, = ix T £ a..x.. =y},

1 i=1 j=1 ij 1]

s-1
X, =N.- x..,1=1,2, ..., 1
is i 5=1 ij
r-1
X =X,.=- IX..,3=1,2, ..., s
+ . ’ ’ ’ ’
rJ ] i=1 *J
o8 s s

Ix .= IN. =N.

. + .
j=1 7 i=1 ?

I praksis vil vi ikkje f¢reta randomisering. Vi forkastar derfor

hypotesen om homogenitet y = 0 mot y > O dersom dei observerte

1]

X.opy 1=1, 2, ..., r-1; j =1, 2, ..., s-1 og X+j’ i=1, 2, ..., s-1
er slik at
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G (Y[R, 5o enX, ) = L gc(]X 4, 00X, 1) > 1-e.
<Y
der r-1 s-1 r-1 s-1

Y =max( f I a; X, Iz a, . X, . < Y).
x i=1 j=1 Y Y =1 j=3 PI M

Testprosedyren for homogenitet er identisk med den vi fann for
uavhengigheit i kap. 3.1. Nar det gjeld eigenskapar ved metoden, viser vi

til dei kommentarar som er gitt under Merk i kap. 3.1.

4.2. Trend

Dersom s = 2, blir tabellen pd side 39 resultatet av r binomiske
forsgksrekkjer. Kjennemerket B har to kategoriar (Bl’B2)' Dersom for-
spaltevariabelen A har ei naturleg ordning, kan det vere aktuelt & vurdere
trend i f¢rekomsten av Bl' Vi kan uttrykkje trend. i modellen (4.5)
ved & la a;:, j=1, 2, ..., s-1 vere veksande eller avtakande funksjonar
avi. Nar s = 2 blir a;; = a; 0gdyy = qi(qi2=l—qi) slik at modellen (4.5)

uttrykt ved dei binomiske parametrane (qi) blir

q;(1-q )
4.7) —37—:—£Y = exp(a.y), i =1, 2, ..., r-1.
9 1 93 t ’

Ved & 1la a;, = - 1/1i eller a, = 1/1i far vi vurdert om det er
respektive veksande eller avtakande tendens i tabellen ved & teste hypotesen

Y = 0 mot alternativa y > 0. Hypotesen y = 0 uttrykkjer at f¢rekomsten av

Bl relativt til B2 er den same i dei r populasjonane. a;, = - 1/1i ogy >0
medfgrer
(1) 4 <9y <. .. < g

medan a, = 1/1i og v > O medfe¢rer
(i1) Qq >qy > . - > q.
Dette f¢lgjer opplagt fra (4.7).

For & vurdere desse trendane kan vi nytte den eksakte metoden ova-

for; dvs. vi kan pastd (i) eller (ii) med a; lik respektive - 1/1i og 1/1
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Z~g5(2]X+1) > 1-¢

22Y
Nl Nr
der C ) oo (x )
11 1
gs(ylx,) = I —
x€eS
1 ( )
+1

r-1
X = (Xll’x21""’xr—11)’ 8, = {x iElaix1 =y},
r-1 r
X1 = X~ 'Z X.q1 ©8 'Z Ni = N.
i=1 i=1

I tabellar med s st¢rre enn 2, kan det vere aktuelt & studere
trend i cellesannsyna etter kategoriane Bj’ j=1, 2, ..., s=1. Vi foreset
at kategoriane til kjennemerket i forspalten har ei naturleg ordning.
Denne type trendhypotesar kan vi f& uttrykt i modellen (4.5) ved & la
aij = a5, ji=1, 2, ..., s-1, der a, er ein veksande negativ funksjon av 1
eller avtakande positiv funksjon av i. Vi skal no grunngi dette formelt.
La
i 1, 2, ..., s-1 .
= . i=1, 2, ..., r=1
j=s

[
e
]

Fra (4.5) far vi

4.7) qijqrs = qisqrj exp(aijy), i=1,2, ..., =13 3 =1, 2, ..., s.
Sidan
s
X qij =1,1i=1, 2, ..., r, fir vi ved & summere over j pd begge
i=1

sider 1 (4.7)

s
dq = qisjzlqrjexp(aijy), i=1, 2, ..., r-1.

Innsett i (4.7) gir dette
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.. exp(a.vy) exp(a.y)
e i pla,y i pla,y
qrj s drs * (l-qrs)eXp(aiY)
Zq .exp(aijy)
j=1
= L 1 1, 2 r-1; j =1, 2 s-1
= _ — s = ly &5 ey ITL, = ly &5 ey S7L.
1 s ¥ qrseXP( aiY)
s .
Sidan T Arj = 1, folgjer frd (4.8) at "y=0" er ekvivalent med
i=1

qu = q2j =....=q., 31=1,2, ..., s.

For v > 0 viser (4.8) at qij er ein veksande funksjon i a, og at

qij < qrj (for alle i) viss og berre viss a, er ein negativ funksjon av 1i.
Dermed har vi vist at modellen (4.5) med y > O og ;5 = 8; € ”?i
der

Uéi = {a(i) : a(i) < 0 og a(i) monotont veksande funksjon av i}
medfe¢rer

qu < q2j <. .. oKX qrj’ j=1, 2, ..., s-1.
. ")
Ved 8 la a.. = a, € YY der
ij i 2

7;2 = {a(i) : a; > 0 og a(i) monotont avtakande funksjon av i}
finn vi pd tilsvarande mite at

43

§295> - - s> a, §=1,2, ., sl

J rj
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For & vurdere problem av typen

Hedyy = =« v v v o =q, §=1,2, 000, 571

]
mot
A1 : qu < q2j <o oo X< qrj’ j=1,2, ..., s-1
eller
A2 qu > q2j D ] qrj’ i1=1, 2, ..., s-1
kan vi derfor nytte metoden frid kap. 4.1. med aij = a; gitt ved funksjonar
frd respektive 1 °8%F,-

I enkelte situasjonar vil det vere naturleg & studere trend i

oddsforholda aij’ der
T qij/qis

a. . =
] s ° qrj qrj/qrs

, 1 =1, 2, ..., r-1; j =1, 2, ..., s-1.

Nar aij > 1 har vi at f¢rekomsten av Bj relativt BS er st¢rre for popula-
sjonen Ai enn for populasjonen Ar'
Dersom tabellen omtalte sysselsetjingstatusen til ulike alders-

grupper, kunne f.eks. uij gi uttrykk for forholdet mellom f¢rekomsten av

"sysselsetjing" relativt "ikkje-sysselsetjing" i to aldersgrupper.

Lad@i ogJ@z vere definert som ovafor. Ved & la

aij = exp(aijy), Yy >0
der
aij eﬂl, i=1,2, ..., b
og
3 ed,, § = b1, b2, .., s,
blir
. = 2, «.., b
alj < aZj <. .. . < arJ, ] 1, 2, s
og
. = b+ b+2, ..., s-1.
a1J > a2j > . . . > arJ, j b+1, s s

Dermed fo¢lgjer at metoden i kap. 4.1 kan nyttast til & vurdere trend i

oddsforholda, ndr forspalten i tabellen har ei naturleg ordning.
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4,3. Ulike problem i 2xs-tabellen

Vi skal gi ei spesiell handsaming av rxs-tabellen ovafor for r = 2.
Modellen for tabellen er da gitt ved produktet av to multinomiske fordelingar.

I tilknytning til denne tabellen skal vi dr¢fte:

(D problem uttrykt ved alle parametrane i modellen
(I1) problem uttrykt ved ei delmengd av parameterrommet.
(1)

Vi skal f¢rst ta fere oss problem av typen

H : ql.

; = dy:s j=1, 2, ..., s

]
mot

N qu < q2j y J =1, 2, ..., t
> q2j s J = t+l, t+2, ..., s-1.
Alternativet (A) gir uttrykk for at t av cellene i forsgksrekkje 2
har st¢rre sannsynmasse enn dei tilsvarande cellene i forsg¢ksrekkje 1,
medan 1 s-t-1 av cellene er sannsynmassen st¢rst i fors¢ksrekkje 1.
Vi skal vise at problem av denne typen kan uttrykkjast i modellen (4.5).
Ved & 1la alj = aj i (4.5), far vi

(4.9) qu "t T g5 T 9y exp(ajy), i=1,2, ..., s-1.

Det fglgjer frd det vi tidlegare har vist at "y=0" er ekvivalent med

q1j=q2jaj=1’ 2, ..., s.
La v > 0 og
by <0, 5 =1,2, ., t
a. =
J by >0, j = t+l, t+2, ..., s-1

Da gir (4.9)
<aqy /ey, 53 =12, ..oy t

(4.10) q,./q,.
1 2 .
! ? > qls/qZS s J = t+l, t+2, ..., s-1l.

og
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(4.11)  qq;95, = 99397,

og j,& = t+l, t+2, .5 s—1.

Fra (4.10) fi3r vi vidare

4y 5 (17491 =Qpp= -+ 7dpgq) <

som igjen er ekvivalent med

for alle kombinasjonar av j og & nadr j,2 =1, 2,...

qzj (1‘q11'q12"°-—qls__1>9 J = 1’ 2’

s-1 s-1
q,: - 49,. < q,. 2 4q,, = q,. L q
13 23 1J£=1 2% 2J£=1 12
t s-1
= I (q. -q.,. + T . -q... P o=
=1 qungl qZJq].,Q,) 1=t+1(q1Jq22 qzquz), J 1, 2, ceey Lo
Fra (4.11) felgjer at
t
Qfl(quqZZ_quqll) =0, =1, 2, ., t medan (4.10) gir at
s-1 s-1
I (q,. -q,. = X . . .=
it 1139,y qzquz) £=t+lqzjqu(qu/q2J 41,/ <0,
i=1, 2, , €
Altsa blir
qu—q2j<0,J=1s 2, s L.
Frd (4.9) f¢lgjer ogsa at
t s-1
e = Q. > I (qq:9,,"9,:9,,) * I (q;.9,,79,:9,)
413 7 923 el Q3% %5% 7 U 9139247 923% 7
5= t+l, t+2, ..., s-1.

(4.11) gir at

s-1

T (q,.95,79,:9
G=t+1 13722 23712

) = 0’

j = t+l, t+2, ..., s-1




medan (4.10) gir at
' t
z

, 1(q1jq22—q2qul) >0, j=t+l, t+2, ..., s-1.

Altsid blir

4y

; - q25 >0, j = t+l, t+2, ..., s-1.

Vi har dermed vist at A'C A, der A' er mengda av q gitt ved (4.9) med
Yy > 0 og

Q. = b1 <0, 3j=1, 2, ..., t
J by > 0, j = t+l, t+2, , s-1,
= 1
der q = (qll,qlz,----qls,q21,q22,---,qzs)

Da f¢lgjer fra resultata i kap. 4.1 at testen som forkastar H mot A' nir

s-1

Y = .Zlajxlj > k(X+1,...,X+s_1) er 0.A.S.S. test med niva «¢.
J=

Ved bruk av metoden nyttar vi den prosedyren (GS) som blei omtala i
kap. 4.1.

Tre-desisjonsutgdva (sjd kap. 2.1) av metoden vert derfor;

pastd y > 0

G- (Y]X
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X under H blir

Den betinga fordelinga til Y gitt X+1, cees X q

i denne situasjonen gitt ved

(x " X )(x » X )
(ylx x )= g 177Fis Fa1vttteas
LR A ] N
xXeS
1 (x X )
+1’ b +S
! !
N1 N2.
s s s x, .!
*]
Tx,.! Tx.! N -
y 4=1 N1 M j=1%1j (X+j %)
= X
S N! <eS N!
*e s 1 N (NN )!
\ 1 1
I X, !
j=1 ™
s x,
T )
X, .
-y =L 1j
N
xeS1 (N )
1
s-1 s-1 s-1
der x, =N- Ix..,%, =N - Ix.og$s, ={x: Ia.x.=yl}.
+s j=1 +] 1s 1 j=1 1j 1 j=1 j 13
N -1 s X
(N ) ‘H ( ") er den multivariate hypergeometriske fordelinga.
1 j=1 xlj

Eksempel 1. I kap. l.l. presenterte vi analysen av tabell 1 som eit tre-

desisjonsproblem. Nedafor skal vi omtale korleis dette kan bli uttrykt

ved parametrane i den produktmultinomiske modellen for tabellen.
Observasjonane for dagpendlarane og veke- og langtidspendlarane er

kvar for seg multinomisk fordelte med parametrar

Fast
Skiftarbeid nattarbeid Dagarbeid
Veke~ og langtidspendlarar ....... 941 999 d,3
Dagpendlarar ceieeeeeeeeeeeeeennnn 951 499 473
3
der jilqij =1, i =1, 2.




La
qq:4
2 .

123 exp(a.y), j =1, 2

45913 ]
der a; = -a, = 1. |
Da fg¢lgjer frad det vi har vist i dette avsnittet at

y >0
medfgrer

4y > dy; 08 41y < dyps dvs. avgjerd (i) i kap. 1l.1.,
og dessutan at

Yy <0
medfgrer

4y < 4y 08 4y > Qy,, dvs. avgjerd (1i) 1 kap. 1.1.

Vi har dermed redusert problemet til & avgjere om y > 0, ¥y < 0 eller
eventuelt ikkje seie noko. Vi kan derfor nytte tre-desisjonsutgdva av

metoden som blei presentert ovafor. Vi krev nivdet ¢ = 0.05 og finn

6 (12]x X,,) = 0.9604 >‘o.9500 = 1-¢.

+1?

Vi kan derfor padstda y > 0, dvs. avgjerd (i) i kap. 1.1.

(11)

Under handsaminga av 2xs-tabellen ovafor inngikk alle parametrane
fra dei to forsgksrekkjene i problemet. Vi vil no studere problem som kan
bli uttrykte ved ei delmengd av parameterrommet; dvs. vart problem er
berre knytta til ein del av dei s kategoriane i hovudet av tabellen.
F.eks. kan problemet vere & avgjere om

qy < Aps:s J = 1, 2, ..., t1

b hi
og

4y

; > Gy §o=EgHL, 642, Lt

J
der

For & vurdere slike problem, kan vi nytte ein testmetode for

1:q1j=q2j33=1’ 2, ..., 2
mot

< qu’ j=1, 2, ..., t1

> 455 3 = £, %2, oL, .
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Det er dermed 2t, parametrar som inngdr i problemet.

2
Som vi peika pd i kap. 4.l1. er parametrane nij gitt ved

(4.12) ;s = log—L ,i=1,2;j=1,2, ..., s-1
is

minimalkanoniske. Vi skal no vise at hypotesen H1 ikkje kan skrivast

pa formen

)
Bin=v, + Ul(E)

= 1 . .
der n (nll”"’nls-l’n21""’n25—l) , £ vektor med dimensjon do’ Ul

er ei dlx(do+1)-matrlse med rang do+1(do=0,1,...,d1—1), B1 er ei

d; x (2s=2)-matrise med rang d; (d1=1,2,...,25—s) og vy vektor med dimensjon
dy- s
Sidan L q.. =1, i =1, 2 fér vi fra (4.12),
=1t
exp(nij)
qij = -1 s 1 = 1, 2, J = 1, 2, e ey s-1
1+ Z exp(n..)
=t M
og
- 1 Lo
dis T Te1 »i=1,2
1+ % exp(ni-)
j=1 .

Transformasjonen (4.12) er ein-eintydig. Dermed har vi at

H

1
<=>
ex . e .
p(nlj) i xp(nzj) 1 .
s-1 s-1 s ] ’ 9 seey 2
1+ T exp(n,.) 1+ I exp(n,.)
=1 P g
<=>
s-1
1+jE1exp(n2j)
- 3 = = =
exp(nlJ i) 5T =1, 3=1, 2, >t
1+ % exp(n,.)
=1 B
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3T N + log(l+fglexp(n2j) ) - 1og(1+?%lexp(n1j) ) =0,
j=1 3=1
j =1, 2, .y t2.
Vi har dermed vist at hypotesen H1 ikkje er pa formen
Bin o= v, + U (D)

dvs. modellen under hypotesen er ikkje affin og i fe¢lgje Lemma 1 (kap. 2)
dermed ikkje regular. Dette hindrar oss i & bruke den same framgangs-
midten som tidlegare for & etablere ein testmetode for problemet. Men
ved & studere ein affin hypotese som impliserer Hl’ kan vi iallfall
nytte resultata i kap. 2. til & konstruere ein 0.A.S.S. test for eit
problem generert av den affine delhypotesen til Hl' Vi vel derfor &

ta utgangspunkt i hypotesen

i H2 : qu = q2j’ j =1, 2, ..., s-1
som opplagt impliserer Hl' Vi skal no konstruere ein test med nivd ¢
for H2 mot
< q2j’ i1 =1, 2, ..., t1
A2 : qu > q2j’ j = tl+l, t1+2, cees ty
= 1 = 2 -—
dy; qls/qzs, Jo=oeytl, 642, L., sl
og vidare vise at testen har nivad e mot Hl ved sida av andre nyttige eigen-
skapar.
La
bl <0, 3=1, 2, ..., tl
4. = 1 =
(4.13) a b2 >0, j t1+1, t1+2, R
L? j = t2+l, t2+2, eeey 8-1

og la (4.9) vere oppfylt med aj—ane fastsett ved (4.13). Da f¢lgjer det

fra tidlegare at "y=0" og H, er ekvivalente utsegn. Vidare fg¢lgjer opplagt

2
at
By = BN e, = 0N oy
der
Q, = : . < .y § = .o 3 . ., ] = “es 3
quqzs = qzqus, JS= t2+1, ...y s=1 eller qu = qu’

j=1, ..., s-1; Zq..=1,1=1, 21},
j=1 ™




Q, = {q : (4.9) oppfylt med aj—ane gitt ved (4.13),

S
.Z q]._j =1, i=1, 2 og vy z 0}
j=1
= [
og q = (qll’q129°‘"qls9q219q223'-" qZS) .

Ved & uttrykkje alternativmengda A, ved 2, og H, far vi

A, =Q, - H,.

2 2 2
La
Ay = {q : (:.9) oppfylt med aj-ane gitt ved (4.13),
jzlqij =1, 1i=1, 2 og vy > 0},
dvs.
A3 = Q3 - HZ'

Vi skal no vise at
L
dvs.

A, C A,,

og deretter gi ein illustrasjon av korleis dei ulike mengdene er plassert

i forhold til kvarandre.

La g€ A;. Da folgjer fra (4.9) og (4.13)
< qlS/qZS’ 1=1,2, ..., tl
(4.14) qu/qu > qls/qZS’ )= t1+1’ » &
= qlS/qZS’ J = t2+13 , s—1
og
(4.15) for alle kombinasjonar av j og % nér

91390 T 92590

is =1, 2, ..., t, o8 j, &=t +1, ..., t,.

1 2
s-1
Sidan G =1- 1 a0 i=1, 2 har vi fra (4.14)
=1
s-1 s—-1
q,.(1-t q,,) < q,.=-2q. ), =1, 2, ..., t
1,0, %207 %250 2 Y1 1

som er ekvivalent med
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s-1 s-1

qq: = 4,. < q,. L gy, = 9q,. Z g

lJ, 2] 1J£=1 22 232=1 12

tl t2

L (qy:95,79,:9,,) *+ T (qq.9n,qs:qq )
0=1 137°22 23712 2=t1+1 13722 723712

s-1

+ I (Qy:95,795:47,)> 3 =1, 2, ..., t..

et 41 13%207%2;3%1¢ 1

(4.15) gir at
1
z

(q,:95,79,:q7,) =
9=1 13724 #2371

medan (4.14) gir at
t t

2 2
Z (94.95,79,:9;,) = I q,.49,,(q,./q,.7q,,/q,,) <O,
p=t_+1 L2k 723718 =t 41 2372277137725 T1aT 2
1 1
1 =1, 2, , t1
og
s-1 s—-1
L (gy:9y,7d,:q7,) = q,,(a,.79,.9,,/4,,)
get +1 L3282 23710 o T 20071 U231 R2e
2 2
s-1

4,,(q,.-9,.9, /9, ) <0, j =1, 2, ..., t..
£=t2+1 28713 *2j71s’ '2s

Av dette har vi

a1

3 < q2" ] = 1, 2, e oy tl.

]

P4 tilsvarande mite far vi at

4y

j > qu’ J = t1+1, ey tz.

Vi har altsd vist at

q € A3 = qc A2, dvs. A3(: A2.

La
2, = {q Qi < py0 3 = L, vees £
; > 3= p .= q,., =1,
qu > q23’ h| t1+1, . t2 eller qu qzJ ]
S ,
£q..=1,1 =1, 2}

23
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Da blir
A1 = Ql - Hl.
Sidan A1 opplagt inneheld A,, har vi A3<: Azc:AAl.
Figur. Illustrasjon av forholda mellom alternativa Al’ A, og A3 og
hypotesane H1 og HZ'

Testen som forkastar H2 mot A2 med nivd € nar
ty

Y= Ia.X,.>kE,  ,e.0.,%X.. )
521 3 1j +1 *t,

har f¢lgjande nyttige eigenskapar:

(1) nivd € mot hypotesen H1

(i1) overalt sterkast styrkerett mot A,.
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Prov. Sidan (4.9) (der aj—ane er gitt ved (4.13) ) er med i modellklassen
(4.5) for r'= 2, folgjer det fra kap. 4.1. at testen som forkastar

H2(Y=O) mot A3 nar

ty

Y = jilajx1j> k(X+1,...,X+s_l)

er 0.A.5.S. test med nivd .

Den betinga fordelinga for Y gitt (X+1""’X+s—l) under H2 er gitt ved
(x Nl x )(x & X )
(vl e § St CI ) SR
A N
xXeS
1 (x x )
+1° >T+s
s X
T
= 3 j=1 13
N -
x€S .
1)
1
2 2 def
Sidan S, ={x : Ifa.x.. =y} =1{x, : I a.x,.=y} “E° g
1 j=1J 1j 1 =1 3113 1
= 1 = 1] o . .
der x (Xll""’xls) og %, (Xll" ’Xltz) , far vi vidare
s X, ;
El(xl’) s X,
g (y|x, . hesx. ) g 3 J 5 T (7
5 +1 +s-1 <. €S! ( N) x % =t +1 x
S T A (0 A E AR §
Vi har at
t
s 2
I x ; N- Z x+j
5 s x+j J=t2+1 1=1
< I (C 7) = S ) = ( ty )
ley+l s 3=ty x Do N - I x, .
j=t,+1 j=1

som medf¢rer at
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t2

N- I x,.
1 *t, izl *3
C . ( ) ( 2 )
11 “Ie, Ny= L xq;

= j=1
gs(y[x+1,...,x+s_1) = I 5
x €8) ()

Dermed har vi vist at k berre er avhengig av X+l’ cens X+t . Av dette

folgjer det at (i) og (ii) er oppfylt.

MERK: Om vi sladr saman dei s-t, cellene som ikkje er involvert i

problemet (Hl’Al) og studerer dette problemet under modellen

t

2 2
(N N (x, .=x..)) =
i=j j=1 N i

b

=N

(4.16) 5=1 ij o

quqzso = qzqusoeXP(an), i=1 2, ..., t2

der aj—ane er gitt ved (4.13),

] 2
q. = z q =1- Zgq..,1=1, 2
1S, j=ty+1 j=1 *J
o8 s t2
Xy = z X, = Ni - I X i=1, 2,
o j=ty+1 ' j=1
far vi frad kap. 4.l1. at testen som forkastar H1 (dvs. y=0) mot Al'
t2
Y= Ta.X.>kX .5.0,X. . )
s 3 1j +1 *t,

er 0.A.S.S. med niva e.

Ai er den delen av A1 som er avgrensa ved (4.16). Vi har dermed

vist at den metoden vi etablerte i den fulle tabellen under modellen gitt

ved (4.9) og (4.13), er identisk med den metoden vi har oppnddd i den

samanslegne tabellen under modellen (4.16).
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5. ASYMPTOTISKE METODAR

I innleiinga peika vi pd at dei fleste analysemetodar for kate-
goriske data er baserte pad asymptotiske resultat, dvs. metodane er utvikla
under f¢resetnad av at talet pd observasjonar er '"stort'. Nedafor skal
vi presentere asymptotiske utgdver av metodane gitt i kapitla 4 og 5. Desse
er nyttige ndr materialet er sd stort at dei eksakte metodane blir rekne-
messig for ressurskrevjande.

Dei asymptotiske metodane nedafor er baserte pd normaltilnarmingar
av multivariate hypergeometriske eller binomiske fordelingar. Tilnazrming-
ane er gyldige ndr det ikkje er for smde observasjonstal i dei cellene som

inngdr i observatoren.

(i) Uavhengigheit (kap. 3.1.)

Vi forkastar hypotesen om uavhengigheit, H : vy = Omot A : vy >0

Y-u

der kl-e tilfredsstiller @(kl_s) = 1l-¢, 9(-) er den kumulative fordelings-

funksjon til den standardiserte normalfordelinga,

EH(YQX ¢ Koo oaX, )

1 14700 P10

og

S SN SETSUIS DR

Q
|

1= varH(Y|X1+,..

I den betinga fordelinga under H vert Xij hypergeometrisk fordelt. Dette gir

r-1 s-1 [ r-1 s-1 Xi+X+j
u, = I I a..E (X..|X, ,X..)= ¢ T a, , —=
1 i=1 j=1 137 H 1] 1+ T+ i=1 j=1 1]j N
og
Xi+(N—Xi+)X+j(N-X+j)
VarH(Xi'[Xi+’X+') = 5 .
J J N“(N-1)
Vi skal no finne den betinga kovariansen mellom Xij og sz ved &
la
X.. =1I. +...+1,
1] il 1Xi+
og

|
[

= T +...4]
Xeo = k1 KX,

der
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1 hvis g-EE eining trekt frd gruppe i er med i kategori
(kolonne) j

Lig =
0 ellers
og
1 hvis hts eining trekt frd gruppe k er med i kategori
I = (kolonne) 2
kh
0 ellers
Da blir 'X+JX+2
Y- (i,g) # (k,h)
E(Ingkh) =
0 , (1,8) = (k,h)

som vidare gir

1+Xk+ +3 +2 i 4k
= N (N-1) .
covy (X Xkllx +’Xk+’ = j#E L
(N- X )X1+X+JX+£ : .
, i=
L N1
Av symmetrigrunnar fir vi
(N-X, )x X, X
+J i+ k+ .
cov, (X , ,X..) = - , 1 #k
R N (8-1)
Dermed far vi at
2 r-1 s-1
of = T I a;.var (% .|X. ,X_ .)
i=1 j=1 1 H i o i+27+]
+ I I a..a, cov. (X.. X. X .,X. )
. - 2 ? +20Kk+2 T+
(i,3)A(Kk,2) 1j k H 1] i Xk %J 2
) r;l s;l 9 Xi+(N—Xi+)X+j(N—X+j)
= ay. 5
i=1 j=1 *J N (N-1)
r-1 r-1 s-1 s-1 Xi+Xk+X+jX+2 r-1 s-1 s-1 (N“Xi+)xi+x+jx+2
+ 2 I I I a..a o 5 + I I I aja., 5
ik it Y N (N-1) i=1 j=1 2=1 * N“(N-1)
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r-1 r-1 s-1 (N-X+J.)X+J.Xi+xk+
- I T X 5
i=1 k=1 j=1 N~ (N-1)

2:3%;°

(i1i) Symmetri (kap. 3.2)

Vi forkastar hypotesen om symmetri, H : v = O mot A : y > O nar

Z - u2 N
a - kl—s
2

der k er slik at o(k, ) = l-¢
1-¢ 1-¢€
Som vi peika p& i kap. 3.2., har vi at Xij—ane (i<j) er uavhengige

og binomisk (wij’ $) under H ndr W er gitt. Fe¢lgjeleg far vi

u, =E_(Z|W) = T za,.E_(X..|W..) = 1/2 T Za,.W.,
2 H i<j 1] H 13" 1] i< 1] 13
og
2 2 2
o, = varH(Z[W) = I Ia, Var(Xi.[Wi.) = 1/4 T Ia;. W, ..
icy H N je; 713

(iii) Avgrensa symmetri (kap. 3.3.)

Vi forkastar hypotesen om avgrensa symmetri, H : y = O mot A : v > 0

nar
Z.-u
L3 z k
04 1l-¢
der kl—c er slik at @(kl_e) = l-e. P& tilsvarande midte som for "symmetri"
finn vi
p, =E (Z,|W)=1/2 I fa, W,
3 H 11 (i,7)es 1] 1]
i<j
0og
% = var,(z lw) =1/4 =z z & W
3 g2, 1w, . LW,

(i,j)es Y1 1)
i<

(iv) Diagonal-parameter symmetri (kap. 3.6.)

Vi forkastar hypotesen om diagonal-parameter symmetri, H : y =0

mot A : y > O nar

A

der k er slik at o(k ) = 1-¢ .
1-¢ 1-¢




I den betinga fordelinga G, (kap. 3.6) er Xy 0 (X2r—l’X3r)’

D (X23’X34""’Xr—1r) uavhengige og (multivariat) hypergeometrisk

fordelte. Dermed blir kvar X.. ,
11+t

hypergeometrisk fordelt i den betinga fordelinga under H. Ved § la

i=2,3, ..., r-t;t=1, 2, ..., =2

r—t
L W,.
t . w11+t
i=1

fidr vi derfor

r-2 r-t
u, = EH(Z4|V,W) = I I aitEH(Xii+th’w)
t=1 i=2
r-2 r-t
= L (V./M) I a. W..
(1 E L, itidst
og
2 r-2 r—-t
o, = varH(Z4|V,w) = I var (.2 aitxii+tlv’w)
t=1 1=2
r-2 r-t 2
= I | I afvar (X..  |V,W)
£=111=2 1t H 11+t
r-t r-t
* I Tagacov(X X (VW)
i#k
=2} r-t , Vt(Mt'Vt)Wii+t(Mt_wii+t)
= La, 2
t=1| i=2 Mt(Mt—l)
Vt(Mt_vt)Wii+twkk+t
- Ilaga, )
i#k Mt(Mt-l)

(v) Homogenitet (kap. 4.1.)

Dei tilnzrma metodane (i), (ii) og (iii) er baserte pd at modellen
for tabellen er multinomisk. Prosedyren (i) kan nyttast til homogenitets—

testing nar modellen for tabellen er produktmultinomisk. Da blir X]._+ = Ni’

i=1, 2, ..., s ikkje-stokastiske storleiker. Med dei spesielle val av
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aij—ane fra kap. 4.a., blir (i) ein tilnzrma metode til & vurdere trend i
tabellen.

I kap. 4.3. presenterte vi eksakte metodar for ulike problem i
2xs-tabellen. Vi far da for den tilnzrma varianten til metoden i kap.

4.3. (I); forkast H mot A nir

Y- u
Ok
Og 1-¢
s-1
der k tilfredsstiller o(k, ) =1-e, Y = & a.Xq:»
1-¢ 1-¢ j=1 R
s—-1
Mg = EH(Y]X+1,...,X+S_1) =(N1/N)'ilajx+j
og
o2 = var (Y|x X )
5 H +1%° " T 4g-1
s-1 2 s-1 s-1
= jila. varH(lelX+j) + Zj#gz (covH(le,X12|X+j,X+2)) ajal

s-1 ., N, (N-N,)X, .(N-X .) s=1 s=-1 N, (N-N_)X .X
SR M G R K S S N

j=1 1 N2 (N-1) i#e -1 3

L

Ved 3 erstatte s—1 med t2 i observatoren
Y - u,
I

s

blir metoden gitt ved denne observatoren, den tilnezrma varianten til den
eksakte metoden i kap. 4.3. (II).

Fordelinga til dei ulike metodeobservatorane i kapitla 3 og 4 er
diskrete. Ovafor har vi presentert kontinuerlege tilnermingar til dei
diskrete fordelingane. Bruk av kontinuerlege tilnermingar vil gi opphav
til feil; spesielt ndr utvalet er av moderat eller liten storleik. Ved &

nytte kontinuitetskorreksjonar kan vi til ein viss grad redusere den feilen

som har sin drsak i at den diskrete fordelinga er blitt erstatta av ei

kontinuerleg fordeling.



67

La T representere den typen observatorer som blir omtala i
kapitla 3 og 4. La vidare u vere den aktuelle betinga forventninga og 02
den aktuelle betinga variansen. Vi f¢reset at dei moglege verdiane til T
er ekvidistante, dvs. to naboverdiar har same avstand A.

Ved & innfg¢re kontinuitetskorreksjonar, dvs. vi forkastar nar

T -y - A2

z k
(% - >\2/12)

1/2 1-¢?

oppndr vi betring av presisjonen til dei tilnzrma metodane. Hvis aij-ane
er valt pd ein slik mite at dei moglege verdiane til observatorane (i),
(i1), (iii) eller (iv) er ekvidistante, b¢r vi altsd innf¢re kontinuitets-
korreksjonar. I mange situasjonar vil det vere naturleg & velje aij—ane
lik 1 og -1. Da vert dei moglege verdiane til observatorane ekvidistante
med avstand X = 1. Hajek & Sidak (1967) gir ein omtale av kontinuitets-

korreksjonar.

6. SENTRALE OMGREP I TO-VEGSTABELLEN UTTRYKT VED PARAMETRANE I DEN LOG-
LINEZRE MODELLEN

Log-linear analyse av tabellar er handsama i Haldorsen, T
(1977b). N&r det gjeld inferensproblem, tolkning av parametrane, osv.
i log-linezre modellar, sd viser vi til denne publikasjonen. I
dette kapitlet skal vi ngye oss med & omtale korleis dei ulike omgrepa
(problema) fr& kap. 3 og kap. 4 kan uttrykkast ved parametrane i den log-
line®re modellen.

Den log-linezre modellen er definert ved

log pij =u + ul(i) + uz(j) + ulz(i,j), i=1, 2, ..., r;

i=1, 2, ..., s
der

Bup () = 10, (5) = Zuy, (i) = Buy,(s5) = 0.

1 J 1 J
og u, kan vi tolke som hovud-

1 2
effektar for respektive variabel A og variabel B, medan U, uttrykker

u gir uttrykk for gjennomsnittseffekt. u

samspeleffekten mellom A og B.
Som i kap. 3 ser vi pd observasjonane i rxs-tabellen som resultat

av ei multinomisk forsgksrekke. Vi far da for parametrane i den log-linezre

modellen




68

, T s _
u= — 1 L log p. = logp ,
rs . . ..
i=1 j=1
s 5.
ul(l) = = I log p;s —u = log — ,
j=1 J D
LT D..
uz(j) = — I log p;; ~u = log :—l-,
i=1 ] P..
. . PisP..
ulz(l,J) = log Pi: ul(l) - UZ(J) - u = log E——:-—
i. 4]
der
_ r s 1/rs _ s 1/s _ r
p =(I ZIop..) , p:. = (Zp..) ,p..=(2p..)
=l =1 M " j=1 M I M
og
pij = Pr(anB.).

Ved 8 nytte definisjonane i kap. 3 far vi

(1) uavhengigheit viss og berre viss ulz(i,j) = 0 for alle 1 og j

(ii) symmetri viss og berre viss ul(i) + uz(j) + u12(i’j) =
ul(J) + uz(l) + ulz(J,l), i # 3.
I ein modell med symmetri har vi derfor
(1Y = . oy o .. . .
u (i) = u, (i) ogu,(,3) =uy (5,1), 1 # ]

(1ii) avgrensa symmetri viss og berre viss

ul(i) + uz(j) + ulz(i,j) = ul(j) + uz(i) + ulz(j,i) >
(1,j) e S der S€ {(i,3) + 1 # jl.

(iv) samspelsymmetri viss og berre vis

u,(d) = up, (L), 4 g

(v) marginal homogenitet viss og berre viss

r 3
(exp ul(l))Z exp (u, (k) + ulz(l,k) )
k=1
r
(expuz(i))z exp(ul(k) + ulz(k,i) ), i=1, 2, ..., r.
k=1
(vi) diagonal-parametersymmetri viss og berre viss

ul(i) - uz(i) + uz(j) - ul(j) + ulz(i,j) - ulz(j,i) = Et,
£ =31, i # 3.
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Nar modellen for tabellen er produktmultinomisk (kap. 4.), fir vi
at den log-lineare formuleringa av denne modellen svarar til den ovafor med
endra rammekrav. Vi kan derfor lett uttrykke dei ulike problema i kap. 4.
ved parametrane u', ui(i), ué(j) og uiz(i,j) i den log-lineazre modellen.
Homogenitet i tabellen vil seie at samspelleddet uiz(i,j) er 1lik 0. Nar
det gjeld hypotesen (Hl) i kap. 4.3.(I1), fér vi f¢lgjande samanheng mellom

parametrane i den log-lineazre modellen;

uiz(l,j) = ui(Z), j=1, 2, cees by

Dei mest nytta metodane som er utvikla for analyse av parametrane
i log-linezre modellar er asymptotiske og dessutan avgrensa til & gjelde
for hierarkiske modellar (sjd Haldorsen (1977b) ). Vi kan derfor ikkje
nytte ECTA (program som er i bruk i Byrdet) til f.eks. & studere samspelet
U, under ein modell der ein eller begge hovudeffektane er lik 0, medan
dette let seg gjere ved hjelp av resultata frad kap. 2.

I kap. 6, Aaberge (1979) peika vi pd at

P11 7 Po2 ©8 P13 T Py
er ekvivalent med at begge hovudeffektane i den log-lineare formuleringa
for 2x2-tabellen er 1lik O; dvs. vi har ein modell med berre samspel. I
kap. 5, Aaberge (1979) nemnde vi eit eksempel pd ein tabell, der vi kunne
nytta ein slik modell. Sidan fe¢resetnaden om P11 = Py i dette eksemplet
var heller tvilsam, skal vi nedafor gi eit meir realistisk eksempel pa
ein slik situasjon.

Vi vil undersgke om det er samanheng mellom kj¢nn og forste-fedd
av ein-egga tvillingar. Vi kan basere unders¢kinga pd eit tilfeldig

utval av ein-egga tvillingar. Modellen for tabellen blir multinomisk med

parametrar
Fodd sist
Jente | Gut Sum
Jentd pll p12 pl+
Fodd Cut
forst u Po1| P22 Pos
Sum Pi1 1 1

I denne situasjonen er bade

P12 T Pp; ©8 Py1 T Py

rimelege f¢resetnader, dvs. begge hovudeffektane i den log-linezre modell-

formuleringa er 1ik O.
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KONSTRUKSJON AV OVERALT STERKASTE STYRKERETTE TESTAR UNDER EIN POISSON-MODELL

I kapitla 2 og 3 sdg vi pd to-vegstabellen som resultat av ei multi-

nomisk forsgksrekkje. Utvalsstorleiken N var fast. I Statistisk Sentral-

byrd blir det nytta register for trekking av utval. Utvalsstorleiken er
derfor fastsett pd fg¢rehand. Innafor mange forskningsfelt har ein ikkje
denne f¢remonen. Observasjonane blir derfor ofte henta inn pa ein slik mdte
at ogsd den totale utvalsstorleiken er ein stokastisk variabel. Hvis vi

plukkar ut ein tabell frd eit st¢rre materiale, vil det ofte gi opphav til
ein Poisson-modell for tabellen. Slike situasjonar kan ogsd oppstd i
Statistisk Sentralbyrd. Vi ser da pad observasjonane frd kvar av cellene

i rxs-tabellen som uavhengige Poisson-fordelte variable. Vi far altsad

tabellen

B1 B2 . . BJ . e Bs Sum
A X Xy %1 Xis | *14
Ay 1%y Xy %23 Xos | Xox

5
A ¥ a2 i3 Xis | Xiv
Ar Xrl XrZ er er Xr+
Sum X+1 X+2 X+j X+S X++

der Xij . Poisson (Aij), i=1, 2, ..., r;y j =1, 2, ..., s.
xij blir sett pd som eit mdl for den intensitet AﬂﬁBj opptrer med. Vi far

da for simultanfordelinga (punktsannsynet) til Xij-ane

X..
r s kijlj _Xij
3 Pr(/) Xpomx; 0 ) =T T (e T,
1,] i=1 j=1 7ij

Modell (2.1) i kap. 2 kan vi sja@ p& som ein betinga Poisson-modell gitt

X++. Vi finn da for
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Pij = Pr(AifﬁBj)

uttrykt ved parametrane i Poisson-modellen (1)

AL,
i . .
pij = 7:: ,1i=1, 2, ..., ry j =1, 2, ..., s
der
r s
A = I I ...
=1 g1 B

La ?Dvere fordelingsklassen definert ved (1). ?3 er eksponensiell

sidan vi for einkvar P € 75 har at

r s
(2) dp = (exp(x_ -\, ) )(exp(.z z xijlogkij) ) dP
i=1 j=1
der PO er sannsynfordelinga som svarar til Kij =1, 1i=1, 2, ..., 1}
i=1,2, ..., s.
La
(3) eij = logkij, i=1, 2, ..., r;y j =1, 2, ..., s
dvs.
xij = exp(elj), i=1,2, ..., r; j=1, 2, ..., s.
= = '
La (& =9e, 8 = (B 15eves8y 50y nnsBysennsB p5unnsf )

Transformasjonen

P> 0(P), Pe oD

er ein-eintydig og dim () = dhn?a==rs. Dette gir at parametriseringa
{Pe :0e 0}

gitt ved

r s
(4) dp, = [a(e)exp('f z Bijxij)]dPo
1=1 j=1
r r
der a(g) = exp(x++—.2 .Z exp(eij) ),
i=1l j=1

er minimalkanonisk representasjon av r).




Sidan (® = RN er () el open mengd. Vi far derfor at den

eksponensielle fordelingsklassen ?aer reguler. Som i kap. 2 skal vi av-
grense oss til & undersgke regulare hypotesar ?2. Vidare ¢nskjer vi &
studere problem som er definert ved ein parameter, <Yy. Dette kan vi gjere
ved & studere y under f¢lgjande restriksjonar av parametrane i Poisson-

modellen for tabellen

(5) U(é) +v =B

der vy € R, 6E€ C), £ er ein vektor med dimensjon 8> B er el dlxrs—matrise

104, =L 2, ..., rsy Uerei dIX(qgl)-matrise med rang d_+1,

dg = 0, 1, ..., dl—l, U # 0, v er ein vektor med dimensjon d

med rang d
1 Elementa til
€ er ukjende parametrar, medan elementa til B, U og v er faste relle tal.

Dette vil seie at

ja = jZ{B; vye H

o Y

P

er definert ved
Y,B

der

2 Y
/Y,B =1{Py : BO = v +U(€)}
er affin og dermed regular. Teorem 3 (kap. 4), Lehmann (1959) gir derfor at
det eksisterer 0.A.S.S. testar med nivd € for 3 teste Hl’ H,, H3 og H4

mot respektive Al’ A2, A3 og A4. Hj og Aj; j=1, 2, 3, 4 er definert i
kap. 2.

Vi skal no etablere testar for hypotesen y = O mot alternativa y > O

dvs. problem av typen Hl’ Al’ Ved a setje inn for X T X~ (iZ')#(rZS)Xij
og (5) 1 (4) far vi »] ,
rs—d
(6) dp, = [a(8) exp(y(8)T(x)+ I 7.(8)Y.(x) )]dP
. i i o
i=1
der d = d1 - do.
Funksjonsformene til Y, Tl’ T2, ooy Trs—d og dermed til T, Yl’
Y2’ cees Yrs—d kjem fram ved fastsetjing av B, U og v. Analogt med Setning 2,

gir Teorem 3 (kap. 4) Lehmann (1959),

Setning 4. La X ha fordeling gitt ved (4) og (5). For & teste H : y =0
mot A : y > O sd eksisterer det ein overalt sterkast styrkerett (0.A.S.S.)-

test § med nivd €. Testen er definert ved
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1 T(X) > k(y1,y2,"‘9yrs_d)

S(x) = p T(x) = k(y1’y23°°-’yrs_d

0 T(x) < k(yl,yz,...,yrs_d

der k og u er gitt ved

Eg8 Q0 [yy57pseesy ) = &

Om vi ¢nskjer & studere uavhengigheit i tabellen under modellen

gitt ved (1) og (5) (dvs. modellen gitt ved (6) ), kan vi gjere dette ved

a teste hypotesen Yy = 0 mot alternativa y > 0, der v er gitt ved

dvs.

@D) eij - eis - erj + ers = ain’ i=1,2, ..., r-1; j =1, 2, ...
a;.-ane er fastlagde reelle tal. Vi har derfor uavhengigheit i rxs-
tabellen hvis og berre hvis y = 0. Dessutan er (7) opplagt med i (5).
Ved & setje inn for (7) i (4) fir vi for (6)

[ r-1 s-1 r
(8) dP, = |a(®) exp(y £ I a..X.. + X 6. x.
S i=1 j=1 1] 1] -1 1s 1+
s
+I erjx+j - ersx++)]dPo
i=1
der r-1 s-1
Xr+ = X T i§1Xi+’ X+s T X T jilx+j'
Da gir Setning 4 at testen som forkastar
H: y=0mot A: vy >0
nar
r-1 s-1
Y = izl jilai.x.j > k(X s X K X 0K )

er 0.A.S.S. test med niva e.

P4 tilsvarande mdte som i kap. 3.1. finn vi at k vert fastsett slik at

b

s-1.
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T g(2]x
>k

1+,...,xr_1+,x+1,...,x+s_1,x++)

+ ug(k[xl+,...,xr_1+,x+1,...,x+s_1,x++) = e

der 0 £ usl,

g(y|x1+,...,xr_l+,x+1,...,x+s_l,x++)

1+ 2+ r+
( ) ( )° i )
= I 110000 s o %95 Xr12 oo %rs
xes1 Xt
( )
Eapr 0%y
r-1 s-1
S. = {x I T oa,.X,. =Y}, ¥= (BygseeesXy seeerX oyuue, X))
1 =1 j=1 + 1 11 1s rl rs

X - X, . X..
L S B

X, =%x, = IX..,1=1,2, ..., r.
is i+ i=1 ij

Prosedyren blir altsd den same som den vi utvikla for uavhengigheit
i kap. 3.1. For & studere dei andre problema fr& kap. 3 under modellar
gitt ved (1) og (5), far vi tilsvarande at dei respektive prosedyrane frad

kap. 3 kan nyttast.
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NULLFORDELINGA TIL GENERALISERTE:FISHER-IRWINS TEST

Vi vil nedafor bruke same notasjon som i kap. 3.1.
Det fglgjer opplagt at den betinga fordelinga for Y gitt

X ....) er gitt ved

1+’
gl(y[x1+, e X4 Kigs oeees x+s_1)
r s -1 r s -1 -1
= T (I I xi.!) r (I I xij!) }
x€8, i=1 j=1 3 x€s, i=1 j=1
s r }
der S ={x: Ix..=%x.,1=1,2, «o., t3 Lx..=%x_.,3=0L2...,58
2 5=1 ij i+ ;=1 U *]

Ved & nytte Lemma 2 med t = r=1 og u = s-1 far vi

gl(ylx1+, cees X__q 0% qs eens X, 1)

r Xi+! N! -1
= I (e = P& T.. 57
xeS1 i=1"11 is +1 +s
T 0 T CoT
_ S ELERETE ST SEPETRERE SO X gseeeesX o
xéS N
1 ( < )
S R R
- 1
Lemma 2. La x = (Xll""’xlu+1’x21""’X2u+1’""xt+11""’xt+1u+l) s
t+1 u+l u+l t+l
T Ix..=Nog$={x:ZIx..=x, , i=1,2,...,t+1; I x..=x_., j=1,2,...,u+l}
i=1 j=1 j=1 1 j=1 13 1
Da har vi
t+1 u+l -1 t+1 u+l -1
T (n mTx..!) =N(TDx, DCI (x, .)!
xeS i=1 j=1 *J i=1 7 g1 I
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Ved & omforme uttrykket innafor summeteiknet fir vi

t+1 u+l -1
r (I I xi.!) =
xeS i=1 j=1

-—r

%11 N-x. -x

1+ “+1

) (

%127%22

%39

(X+1'X11'X21 X0

X
)( )-oo.(
%31

t-1

u
I (x,;

j=1

) ( u
z

11
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P EY) T T e P
}E( ( ) ..... X ( )( ]
32 X x3 -
32 e *34 X347,
J
t-1 t-1
X+1—121X11 X+2-.Elx12
...... 5 ( oo ( = ) ceeeeeeneiina.
X X
tl th t2 xt2
t-1 t-1 u t-1 ]
x+u-izlxiu N-iilxi+-':1<x+j- Elxij)
z ( ) ( J t )
u
tu X X =L x_.
tu t+ . t
j=1 *J i
u-1
. N N-x+1 N_j§1X+
= 57C )¢ Y eeeens ( )
X+l X+2 X+ll
t-1
N N--x1+ N—x1+-x2+ N—iflxi+
( )( )( ) .......... ( )
X1 %o, X3y X,
t+1 u+l -1
=N (ODIx. D(Tx .!)
i=1 7 =1 d
Vi har gjort bruk av f¢lgjande kjende resultat,
-1 2~1 =1
X1+-.§1X1j N-X1+_.§1(X+j-xlj) N-.21X+j
(3 ) ( J ) = (3 )
X
e ox, i 12 )

og

Mg ll.

—

e
—~
b
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