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1. INNLEDNING

Byrdets nye utvalgsplan ble tatt i bruk i 1975. Oppbyggingen av
denne er beskrevet i Thomsen og Rideng (1974), mens Laake (1974) har gjort
rede for estimering av nivdtall ved bruk av en slik plan. Her er det ogsa
funnet uttrykk for variansene til slike estimatorer, og det er foresldtt en
metode for & estimere disse variansene.

For & vurdere den nye utvalgsplanen har Szb¢ (1976) beregnet eksakte
varianser for estimerte sysselsettingstall. Grunnlaget for disse beregning-
ene er data fra Folke- og Boligtellingen 1970 (FoB-70).

I dette notatet vil vi studere variansene til de endringstall som
miles ved sammenlikning mellom forskjellige undersgkelser. Vi vil skille
mellom undersgkelser med panelutvalg som arbeidskraftunders¢kelsene (AKU),
og undersgkelser med utvalg trukket uavhengig av hverandre i annet trinn.

Det trekkes ikke helt uavhengige utvalg etter Byrdets utvalgsplan.
Dette skyldes at trekkingen foregdr i to trinn. I f¢rste trinn trekkes et
omrdde (som oftest kommune) i hvert av til sammen 102 strata. Denne trek-
kingen av utvalgsomrader er foretatt en gang for alle, slik_at bare annet
trinns trekking av personer eller husholdninger fra disse omrddene md gj¢res
for hver ny underso¢kelse.

Dagsvik (1974) har funnet uttrykk for variansene til endringstall i
AKU milt ved bruk av Byrdets forrige utvalgsplan. Ogsd i denne planen ble
det forst trukket utvalgsomrdder, men disse ble trukket med 1lik sannsynlig-
het innen hvert stratum. I den nye utvalgsplanen er det trukket ett omrade
i hvert stratum med en sannsynlighet proporsjonal med folketallet.

I utledningene i dette notatet vil vi f¢rst anta at vi trekker et
eller flere utvalgsomrdder fra hvert stratum med ulike sannsynligheter. En
slik generalisering er ogsd gjort av Laake (1974). Ved & sette inn for
trekkesannsynlighetene og ta hensyn til at bare ett omrdde blir trukket fra
hvert stratum, vil vi forenkle de generelle uttrykkene og finne varianser
for endringstall estimert ved bruk av Byrdets nye utvalgsplan.

Et endringstall er differansen mellom to nivdtall. Dersom vi be-
trakter nivdtallene a og b med estimatorer 4 og b, blir variansen til

endringsestimatoren
var(g-g) = vara + varb - 2 cov(a,b). (1.1)

Skal vi finne uttrykk for denne variansen, md vi finne uttrykk for
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cov(;,ﬁ), hvor a og b er mdlt i to forskjellige undersgkelser. Slike
kovariansformler er utledet i avsnitt 3-5. Det er skilt mellom tilfellene
med to utvalg som er trukket uavhengig i annet trinn, og to delvis over-
lappende utvalg som i AKU. Uttrykkene for variansen til endringsestimator-
ene blir satt opp i avsnitt 6. I sammendraget i avsnitt 7 er det satt opp
forenklede uttrykk for variansen til endringstall.

Notasjonen i dette notatet fglger stort sett notasjonen i Hoem (1973).
Et notat som omhandler variansene tilvendringstall estimert i AKU, er tid-
ligere skrevet av @sterlund Petersen (1973). Framstillingen der er forenk-

let, og en har ikke tatt hensyn til at utvalget trekkes i to trinn.

2. MODELL, NOTASJON OG DEFINISJONER

Vi vil i dette notatet betrakte to utvalgsundersgkelser. Utvalgene
trekkes i to trinn etter samme utvalgsplan. I fg¢rste trinn trekkes utvalgs—
omréder fra strata som bestdr av et eller flere slike omrdder. Utfallet av
denne trekkingen er det samme i begge unders¢kelser. Annet trinns trekking
bestdr i & trekke personer eller husholdninger fra de fg¢rst uttrukne utvalgs-
omrader.

Vi antar at utvalgene til de to unders¢kelser trekkes med en pd for-
hidnd bestemt overlapping (panel). Utvalgene kan til sammen betraktes som

S S. er bare med i f¢rste undersgkelse, panel-

1> "2 3° 1
utvalget 82 er med i begge unders¢kelser, mens S3 bare er med i siste

3 utvalg S og S

undersgkelse. Utvalgene er vist skjematisk under.

Vi vil i det fg¢lgende anta at de 3 utvalgene er trukket uavhengig av hver-
andre i annet trinn, men fra de samme prim@re utvalgsomrdder.

Vi er interessert i & mdle to nivdtall a og b, slik at disse esti-
meres i to forskjellige unders¢kelser. Badde a og b kan f.eks. vere antall
sysselsatte, men ved to forskjellige tidspunkter. NivAatallet a mdles i

utvalget (Sl U SZ)’ mens b miles i (S2 u S3).



Vi antar at j-te omrdde i i-te stratum har Ni(j) trekkenheter.

Den k-te trekkenheten i omrdde (i,j) har verdiene ai(j,k) og bi(j,k).

Vi lar
Ni = ? Ni(J)’
N = I N.,
i i
a(_]) = ¥ a (J’k)a
1 k
| R a; (1),
og
a = I a..
i 1

Uttrykk for bi(j)’ bi og b settes opp helt tilsvarende.

Vi betrakter f¢rste trinns trekking. La Hi(j) vaere sannsynlig-
heten for at omrdde j i stratum i blir trukket ut, og la Hi(j,k) vaere
sannsynligheten for at bade utvalgsomrdde j og k i stratum i skal bli

trukket ut. I den nye utvalgsplanen er

0 for j + k,

I (3,K)
og

ni(j,j) m.(G) = Ni(j) /Ni. (2.1)

Den siste likheten gjelder dersom trekkenhetene er personer.

La
_ ¢ 1 dersom omrdde j i stratum i er i utvalget,
I.. =1{
i] 0 ellers.
Vi har da
E Iij = ﬂi(J),
var Iij = m.()A=-m,0G)),
og
Cov(Iij’Iik) = ﬂi(J,k) - ﬂi(J)ﬁi(k) for J+k (2.2)

I Byrdets utvalgsplan blir

cov(Iij,Iik) = -ﬂi(j)ﬂi(k) for j+k (2.3)



Dessuten har vi

cov(Iij’Irk) = 0 for 1+r. (2.4)
Dette fg¢lger av at omrddene i to forskjellige strata trekkes uavhengig av
hverandre. La % betegne vektoren som bestdr av numrene pd alle i fo¢rste
trinn uttrukne omrader.

Fra hvert uttrukne utvalgsomréde trekkes i annet trinn et gitt
antall enheter rent lotterisk. La utvalgene (S1 U SZ)’ 32 og (82 (8] S3)
bestd av henholdsvis n..(J), n!.(J) og m..(J) enheter fra omrdde ]

1] n 1] '~ 1] A
i stratum i Vi definerer n..(J) = n!.(J) = m..(J) = 0 for I..=0.
1]~ 1] 1] '~ 1]
Antall uttrukne enheter totalt betegnes tilsvarende med n(J), n'(J) og
v n
m(J).
"

Numrene pad de enhetene som blir trukket ut fra omrdde (i,j) i ut-

valget (S1 U Sz) betegner vi med Kijl’ Kij2’ .eeey oOg vi lar
ije = 23Ky
og _ (2.5)
X.. = IX.. /n..J
ij s 1iis 11(«,),

Gjennomsnittsverdien ii' er bare definert. for Iij = 1, og er en forvent-
ningsrett estimator for ai(j) /Ni(j)' I panelet S2 definerer vi iij
ved 4 summere over enhetene som er med her og dividere pa nij(J).

n

Vi definerer tilsvarende estimatorene Yij i utvalget (52 U S3) og Yij

i 82 Forventningsverdien for disse er bi(j) /Ni(j)'
La
Vig = N DX,
og _ (2.6)
Wi s M@y,

Etter Laake (1974) vil forventningsrette estimatorer a og b for a og b

vare gitt ved

a = i:ai = E ;;{Iijvij/ni(J)},
og (2.7)
b = E b, = E ? {Iij Wij/ ni(J)}.



Vi definerer videre

L1 Co = Loy =
A;G) = ﬁ;(}jf?f E(ai(J’k) ai(J))(bi(J,k) b.(3)),
hvor ai(j) = ai(j) /Ni(j) og Ei(j) = bi(j) /Ni(j)'
La
2, () Ni(j)-nij(i)
vi; D= R N ;

For gjennomsnittsverdiene innen utvalgsomrider og strata

notatet bruke betegnelsene

pi(j)
q; (3)

P

og

a4

a; (i),
b, (),
a; /N,

bi/Ni.

3. GENERELL UTLEDNING AV KOVARIANSFORMELEN

(2.8)

(2.9)

vil vi i dette

Vi vil finne cov(a,ﬁ), og tar utgangspunkt i (2.7). Etter (2.4)

vil

cov(ai,

Vi finner

cov(ai, b.)

Dette kan skrives

A
cov(ai,

ﬁr) = 0 for i # r.

~ 1
= I I —r—Fp~cov(I,.V,., I, W.).
i ik ﬂi(J) ni(k) ij i3 Tik ik
Bi) = 3 ————3;-—5 cov (Ii.Vi.,Iij wi.) +
iGN 14 ]
+ I I

1
—_———— cov (L..V.., I.. W. )
j#k ﬂi(J) ﬂi(k) iJ i3’ ik ik

(3.1)

(3.2)



N& kan Vij etter (2.5) og (2.6) skrives

N . 1
V.. = N.(j)X.. = N.(3) —— z X.. =
ij i ij i nij(i) se(slusz) ijs
. 1
= N.(J) —— ( Z X.. + 1 X..). (3.3)
1 nij (g) SESl 1]s SESZ 1]s

Wij kan tilsvarende spaltes opp i en del hvor vi summerer over S, og en

2

del hvor vi summerer over S, Da Sl’ S, og S. antas trukket uavhengig

3 2 3
av hverandre, vil Vij og Wij bare avhenge av hverandre gjennom enhetene i

det felles utvalget Sy Na er
I X.. = n!.(J) X!.,
ses.  1is ijn’ Tij
2
og
LY. = nl.(D ?i.
SESZ J J n J

Sammen med (3.3) gir dette

cov (Iij_Vij, LW IIij = L,J=0 =
2
2 (ni-(){)) - .
N.(3) J cov (X!., YI.|I,.=1, J=3j). (3.4)
1 n..(J) m..(J) J J v
1] n 1] n
Vi definerer
2
(nij(J))
dij(i) = e (3.5)
..(J) m..(J
nlJ(m) mlJ(m)
Etter Sverdrup (1973, side 366) vil
—' _' = =3 .=
COV’(Xij, Yij lIij 1, { %) Yij(i) (3.6)
Dette gir
2,.
cov(Il..V..,I..W..|I..=1 = E{N. d..(J)vy..(J) |I..=1} ,
(T;5 V50 Iy lJ| ;5= {N(3) 1J(N)YU%)I i }
og
co-v(Iij vij’Iij wijllij) = Iij £, (3, (3.7)

hvor



. 2,.
£,(3) = E{N(j) dijfi) Yy |Iij =1}. (3.8)

N2 kan vi skrive

cov (I.. i ij’ Iij wij) E cov(Iij Vij, Iij wijl Iij) +

+ cov{E (Iij vijl Iij), E (Iij w.ijl Iij)). (3.9)

Etter Laake (1974, side 3) vil

E (Iij Vij | Iij) = 1ij a; (i) »
og tilsvarende far vi
E (I;,W,, [Iij) = I;;b;@) (3.10)

Innsetting av (3.7) og (3.10) i (3.9) og bruk av (2.2) gir da

cov (Iijvij’ 1] lJ)— T (1) &G+ T, (J) (1-m, (J))a (1) b, (3) (3.11)

Da V.. og W.. er uavhengige for j=%k, vil i dette tilfellet

ij 1k

cov (I V [I ) = 0 (3.12)

ik 1k

For j=#k kan vi sette opp en formel som svarer til (3.9). Innsetting
i denne fra (3.10) og (3.12) og bruk av (2.2) gir nd

cov (I1J V1J Lo Wa) = (mGok) =m () m (k) a, () b, (k). (3.13)

Innsetting i (3.2) og bruk av (3.1) gir

cov (3,) = I Iy [6,() + (L-7 (1)) a ()b (3] +
1] 1
m.(3,k) =7, (3) m. (k)
+ 11z P a, (i) b, (k) =
i jtk m;(3) (k)
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Tfi(j,k) - “i(j) “i(k)

ijk m (3) 7, (k)
ij

hvor Ei(j) er gitt i (3.8). Dette resultatet gjelder generelt for en to-
trinns utvalgsplan hvor det i f¢rste trinn trekkes et eller flere omrader
innen hvert stratum med ulike sannsynligheter. Dersom vi setter bi(j) =
ai(j) og nij(i) = mij(i) = nij(i) for alie (i, j), fé&r vi vara som

vist av Laake (1974). Det f¢orste leddet kaller vi kovariansen mellom
utvalgsomradene og det andre kovariansen innen utvalgsomrédene. Denne
terminologien er brukt av Dagsvik (1974), og betegnelsene er helt analoge

til de tilsvarende betegnelser for variansen brukt av Szb¢ (1976). I Byrdets
utvalgsplan gjelder (2.1). Innsetting herfra gir for kovariansen mellom

utvalgsomradene

cov,(a,b) = 2N TN @y - (5D -y (3.15)

Formelen gjelder dersom Ni(j) betegner antall personer i omrade (i,j).

4. KOVARIANSER I TO UTVALG TRUKKET UAVHENGIG AV HVERANDRE I ANNET TRINN

Vi tenker oss at nivdtalleme a og b estimeres i to undersg¢kelser
med utvalg trukket uavhengig av hverandre i annet trinn. Ni(j) regnes &
vere fast for alle (4,]).

Formelen (3.14) gjelder generelt for to undersgkelser med et panel-
utvalg Sz. I dette tilfellet har vi ikke noe panel, og vi kan sette
n!.(J) = 0 for alle (i,j). Dette forer til at d..(J) =0 i (3.5), og

1] a, 1] ~
vi fadr dermed ogsa Ei(j) = 0 for alle (i,j). Kovariansen innen utvalgs-

omradene faller bort, og vi har

T (35K =T () ()

cov (a,b) = LI a; (j) b, (k) , (4.1)
1]

)
i k T (1) ﬂi(k)

eller kovariansen mellom utvalgsomrddene. Som vi har sett, kan denne

skrives som i (3.15) ved bruk av Byrdets utvalgsplan.
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Forutsetningen for dette resultatet er at utvalgene S1 og 83
i de to unders¢kelsene er trukket uavhengig av hverandre i annet trinnm.
I praksis innretter vi oss slik at personer som er trukket ut i en under-
spkelse, ikke blir trukket ut i en annen. Dette fgrer til at kovariansen
innen utvalgsomrddene far et negativt bidrag. N&r utvalgsst¢rrelsen avtar
kan utvalgene betraktes som uavhengige (trukket med tilbakelegging), og
dette bidraget gdr mot O Vi regner ikke med at denne kovariansen har

noen betydning i vare undersg¢kelser.

5. KOVARIANSER I TO AKU- UTVALG

AKU-utvalgene trekkes etter en rotasjonsplan, slik at ca. halvparten
av utvalget i et kvartal ogsd er med neste kvartal. Vi vil finne et for-
enklet uttrykk for kovariansen mellom to estimatorer fra to pa hverandre
fplgende underspkelser. I Szbg (1976) er det beregnet eksakte varianser
til noen sysselsettingstall mdlt i AKU, og det er derfor naturlig & finne
kovariansen mellom slike tall. Vi antar derfor at ai(j,k) og bi(j,k)
for alle (i,j,k) bare kan anta verdiene 0 og 1. En person far f.eks.
verdien 1 dersom han registreres som sysselsatt og O ellers. Vi regner

videre at utvalget er trukket som personutvalg. Vi kan nd skrive

a; (i) b, ()

) = — (I a G0b (- ) -
N, (3)
- —L ) - () (DT, (5.1)
N;(3) -1

hvor ui(j) er andelen i omrdde (i,j) av personer som har verdien 1 i
begge undersgkelser.

Dersom vi f.eks. mdler antall sysselsatte i to forskjellige kvar-
taler, er ui(j) andelen som var sysselsatt i begge kvartaler, mens pi(j)
og qi(j) betegner andelene som var sysselsatt i fgrste henholdsvis andre
kvartal.

Vi regner at AKU-utvalgene er like store med gitt utvalgsst¢rrelse

n, og at halvparten er med i begge kvartaler, slik at n' = n/2. Vi antar
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videre at utvalgene er s8 smd at vi kan sette

1——15—_&-—- = 1 (5.2)
Ni('])

i alle omr3der. Dette er samme tilnzrmelse som er gjort av Sab¢ (1976,
side 4). Som her trekker vi selvveiende utvalg. I Byréets utvalgsplan

oppnds dette ved & velge

N.
1. (5.3)

n..(J) =

2 for 1I..
1] N 1]

Vi skriver kovariansen som summen av kovarianser innen og mellom utvalgs-
o
omradene:

cov(g,ﬁ) = covl(a,ﬂ) + covz(a,ﬂ),

hvor vi nid far

cov,(a,b) = 7Nn-§ PN ) =R (3 ()
og
covz(;,g) = ? Ni ? Ni(j) (Pi(j)"Pi) (qi(j)"qi) (5.4)

6. VARIANSEN TIL ESTIMERTE ENDRINGSTALL

~

Et nivdtall estimeres med a ved et tidspunkt og b ved et senere
. 3 3 . 3 [ ~ 13
tidspunkt. Variansen til endringsestimatoren (b -a) blir da

Var(g—a) = vara + varb - 2cov(;,f>). (6.1)

Vi kan skrive vara og varb som.en sum av variansen innen og mellom

utvalgsomradene. Etter Szb¢ (1976) har vi for variansen mellom utvalgs-—

omradene
a = IN,IN.(j j ?
var,a = I N, I N.(§) (p;(3)-p;)
i 7]
og
. , : 2
varzb = ? Ni ; Ni(J) (qi(J) qi) -

1 J
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Vi setter inn for covza fra (3.15) og fiar

var (I;—;) = varlg + ,varllg - 2cov1(5,’5) +
. . . 2 6.9
+ f N, i N, (3) [(q;(3) - p;(3)) - (q;-p))] (6.2)

Variansen til endringsestimatoren kan altsd ogsd skrives som en
sum av variansen innen og variansen mellom utvalgsomrddene. Dersom de to

undersgkelsene er trukket uavhengig av hverandre i annet trinn, er som vist

i avsnitt 4 covl(é,ﬁ) =0 Vi far i dette tilfellet
A m . . , . 2 . 3
var (b-a) = var, a + varlb + i Ni ? Ni(J) (Ai(J) _Ai) , (6.3)
hvor
2,(1) = q;()-p;(3) og A, = q.-p;

Dersom endringen er lik i alle utvalgsomrdder i hvert stratum, altsd

Ai(j) = Ai for alle (i,j), far vi

var (b-a) = var, a + varlﬁ (6.4)
For & finne variansen til endringsestimatoren er det i dette tilfellet
nok & estimere variansene til de respektive nivdtall innen utvalgsomrddene.
Det er vanskelig & si noe generelt om st¢rrelsen pd det siste leddet i (6.3),
men vi kan anta at |Ai(j) - Ail gjennomgdende er mindre enn Ipi(j) -

pil‘ Dette gjelder i hvert fall i de strata hvor wvar ;i bidrar vesent-

2
lig til varai. I Szbgp (1976) er det beregnet eksakte varianser til esti-

merte sysselsettingstall p& grunnlag av data fra FoB-70. I strata med
relativt he¢y verdi for variansen mellom utvalgsomridene avviker pi(j) fra

p: med inntil 5-10 7. For totalt antall sysselsatte er f.eks. p.n 0.50,
i ;N

mens pi(j) varierer mellom 0.45 og 0.55. Ved moderate endringer, f.eks.

Ai = 0.02, wvil Ai(j)~« 0.10. Vi regner derfor at

2 2
LN, I NG (B;(3)-4;) < TN, N (p;(G) -py)
i J i h|
eller

A

varz(b-a) <<'var23. (6.5)
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Etter Szb¢ (1976) representerte var a det st¢rste bidraget til var a

for sysselsettingstall. Vi far der£tr' varz(ﬁ-ﬁ) << varlé, og formelen
(6.4) kan brukes for slike tall.

La oss til slutt sette opp et tiln®rmet uttrykk for variansen til
et endringstall mdlt i AKU mellom to kvartaler. Uttrykket gjelder under
de samme forutsetninger som i avsnitt 5. Vi antar at vi kan se bort fra
variansen til endringsestimatoren mellom utvalgsomriddene. Etter det som

er vist 1 avsnitt 5 og av Szb¢ (1976), har vi da

var (b-a) = varlé + varlﬁ-— 2cov1(§,ﬁ)‘ =
= I N@e @ A-p.GN + NI N.Da@ A-q.(G)
n . . 1 1 1 n . . 1 1 1
1] 1]
N ) ) ) )
S i § Ni(J) (u; (3) -p; (3) qi(J) (6.6)

La oss anta at endringen og bruttostr¢mmene er smd8 i forhold til de til-
svarende nivatall. I AKU gjelder dette som regel alltid for nettoendringen,
og Vannebo (1975) har vist at det samme kan antas for bruttostr¢mmene mellom
to kvartaler for de aller fleste sysselsettingstall. Gruppen 'arbeids-
spkere'" representerer et unntak, idet bare ca. 10% av de som er med her i
et kvartal er med i det neste.

La ei(j) vare maksimum av (pi(j)-ui(j), qi(j)-ui(j)).
Vi far da

var]‘B - 2 covy (a,ﬁ)

N . ] o . . .
n i § Ni(J) [Qi(J)(l"qi(J)) - ui(J) + pi(J) qi(J)] =

N . _ . . . ’

R NORCHOREMCIIENC RO R HE I E

N ) . ) _ N ‘ '

n i § Ny (3) Tey () +a; () ey (D1 < =7 : § N.(3) ;@) (6.7)

Dette uttrykket gdr mot O nir ei(j) > 0.
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For
. . 1 . . .

LLN.(Q) e, (J)«<5IIN(G)p;()A-p ()

ij i]
kan vi etter (6.7) sette

var(ﬁ-—g) A varlé (6.8)
Forutsatt smd@ bruttostr¢mmer kan vi altsd regne at variansen til et
endringstall i AKU er lik variansen innen utvalgsomridene til et av niva-
tallene.

Dagsvik (1975) har anslitt autokorrelasjonen innen utvalgsomridene

mellom to kvartaler for ulike variable. Denne korrelasjonen kan med var

notasjon skrives

TN (u;()-p () g ()
- L]
P - N ’
/\l[z LN py(DA-p (D] [2 2 N3G q;() (1-q;(D)]

ij i

eller ved innsetting fra (5.4) som

2cov1(£,5)
p = (6.9)

For sysselsettingstall (unntatt "arbeidss¢kere'') har denne en verdi pa
0.8 - 0.9, og dette viser at (6.8) underestimerer variansen til endrings-

tallet med anslagsvis 10-20 7%

7. SAMMENDRAG

Rammen for dette notatet er en to—trinns utvalgsplan hvor det i
fgrste trinn trekkes omradder med ulike sannsynligheter. For en slik utvalgs-
plan er det utledet formler for kovarianser mellom nivdtall estimert i to
undersgkelser. Utvalgene til begge unders¢kelser regnes trukket fra de
samme omrader.

Formlene er forenklet slik at de gjelder for Byrdets nye utvalgsplan,
og det er funnmet uttrykk for variansene til endringstall estimert ved bruk
av denne planen.

Dersom endringstallet er mdlt i to utvalg trukket uavhengig av hver-
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andre i annet trinn, kan vi som en "tommelfingerregel' bruke

var(ﬁ-—é) = varlé + varlg s (7.1)

hvor varla og varlﬁ er variansene til a og b ihnen utvalgsomridene.
Disse variansene kan lett estimeres. Formelen gjelder dersom endringene er
smd i forhold til de respektive nivdtall. For endringer i sysselsettings-—
tall mdlt i AKU kan vi bruke

var(B-—é) N varlé (7.2)

Dette anslaget er inntil 20 %7 for lavt, og det gjelder bare ved sammen-
likning mellom to etterf¢lgende kvartaler, slik at halvparten av utvalget

er felles i de to undersg¢kelsene.
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