


1. Innledning

1A. I den klassiske avgaugsmodellen,slik den er beskrevet f.eks. av
Sverdrup [9], forutsetter man at den bestand man betrakter, er homogen i den
forstand at intensitetene for de forskjellige avgangsdrsaker er felles for
alle medlemnene i bestanden. I dette notatet skal vi vise hvordan den klassiske
modellen kan tilpasses til en situvasjon der bestanden er heterogen, slik at
hvert medlem i bestanden har'sitt eget'satt av avgangsintensiteter.

La oss begynne med en koxt beskrivelse av den modell vi vil modifisere:

Medlemmene i en bectand pd N individer kan avgd av K drsaker. Vi
innforer sannsynligheten thV) for at et x-8rig mediem av bestanden skal avgd

av drsak v innen alder x+t, og definerer avgangsintensitetene ved:

u(x) = lim tq'f(V)

t+0

/t for v = 1,...,K.

Vi skal inaskrenke oss til en situasjon der alle intensitetene er
konstanter, altsd der de e uavhengige av x. Bestanden observeres i ett &r.
Hvis individ ar. j avgdr i lopet av observasionsdret, lar vi Tj vare det
tilsvarende avgangstiidspunktet og Vj avgangsdrsaken. I motsatt fall setter vi
Tj =1 og Vj = 0. Vare ctsorvasjonsvariable er parene (Tj, Vj); § 2 1,ee0,N0
Frekvensfunksjonen for (T%” V. er:

"Wy ng 1 = 1,...,K
(1.1) f(t,v) - j;ve nar 0< t < Ll ogwv 2 ity

et nar £ = 1, og v = 0,
K
der y = I uy. La nd B{vj vare antall personer som avgdr fra bestanden av
v=1 N
drsak vog laM= I T, vere den totale observerte levetid. Sannsynlighets-
=1

maksimeringsestimatorene for Hyseee sy biir da

(1.2)  u, = D(v)/H

Pl

for v = 1,...,K. Sverdrup [9] beviser at Hyseooshy er asymptotisk uavhengige,
asymptotisk normalt fordelte, asymptotisk forventningsrette og med asymptotiske
varianser

(1.3) as.var M, = mme——— for v = 1,...,K.



1B. Antakeisen om at intensitetene er konstante og felles for med-
lemmene kan ofte gjpres relativt realistisk ved at man deler opp bestanden
i homogene grupper og anvendermodeller: pd hver delbestand for seg. Med dette
hdper man & ta hensyn til de faktorer som er relevante for det problemet man
stdr overfor. Slike faktorer kan vare alder, sosio-gkonomiske faktorer,
klimatiske forhold, personenes medisincke kjennetegn, osv. For mange formal
er dette godt nok. En gruppering av observasjonsmaterialet etter alle relevante
kjennetegn vil imicdlertid kunne resultere i at man fir for fd observasjoner
i hver gruppe til at man kan trekke statistiske slutninger. Det kan derfor
vere gnskelig & finne en modell som unngdr en slik sterk oppdeling ved eksplisitt
& ta hensyn til heterogeniteten i bestanden.

Noen ganger kan det ogsd hende at det overhodet ikke er mulig & dele
opp bestanden fordi man ikke har observert alle de relevante faktorene hos
de enkelte individer. Torfattere som Mendenhall og Hader [6], Rider [8],
Swamy og Doss [1@], og Cox [3] ha» studert modeller for slike bestander.
Denne typen modeller kan beskrives p& folgende mdte: Anta at bestanden er
sammensatt av r delbestander cg la det for enkelhets skyld bare vare &n
avgangsdrsak fra hver delbestand. Avgangsintensiteten for et individ i i-te
delbestand kaller vi Vi Hvis T er observert levetid til en person i delbestand

nr. i, og hvis observasjonsperioden fortsatt er ett &r, fdr T frekvensfunksjonen:
T
;e i for 0 <t < 1,

-\

gi(t) = '
e 1 for £ = 1,

der i = 1,...4,r. Er na p; sannsynligheten for at et vilkdrlig valgt medlem i
bestanden skal tilhgre gruppe n». 1, blir frekvensfunksjonen i levetidsforde-
lingen

r
g(t) = z pigi(t).
i=1

1C. Det er lett & overbevise seg om at avgangsintensiteten for et
vilkdrlig valgt medlem i totalbestanden i modellen i 1B vil avhenge av t
bortsett fra i trivielle spesialtilfelle, selv om -avgangsintensitetene i del-
bestandene er konstante. I tillegg til at totalbestanden er inhomogene i den
forstand at den er sammenszatt av delbestander med ulike avgangsintensiteter,

er altsd ogsd avgangsmodellen tids-inhomogen. Vi skal her konsentrere oss om

den forste typen av heterogenitet. Siden det er viktig & holde disse to formene
for inhomogenitet klart fra hverandre, skal vi allikevel nevne ogsd en annen
modell som 'opprinnelig" er tidshomogen, men der observasjonene kan fremstd

som realisasjoner av en tids-inhomogen prosess.



Anta at en studerer en tidskontinuerlig, homogen Markov-kjede-modell
og anta at en fjerner mnoen typer sampelstier fordi visse avgangsdrsaker opptrer
som "nuisance” i modellen, eiler a% det systematisk mangler tilgjengelig obser-
vasjonsmateriale for enkelte slags stier. Hoem [51 har bevist at den "rensede”
kjeden som da fremkommer ikke ngdvendigvis blir tidshomogen. Hvis statistisk

analyse utfores i slike rensede kjeder. m@ man derfor regne med at avgangs-

intetensitetene kan varc tidsavhengige.

1D. La oss vende tilbake til modellen i 1A, men la nd hvert enkelt

7

medlem av bestanden ha "siti egel” sett av avgengsintensiteter (Ul,o..,uK).

En mdte & angr ipe denne cituasjonen pa, er & oppfatte de enkelte sett av
intensiteter (u ,q.u,uK) som uavhengige realisasjoner av en stokastisk vektor,
og tolke fordelingen gitt ved {1.1) som en betinget fordeling, gitt verdien av
avgangsintensitetene. Ved & velge denne type modell, fdr man tatt hensyn til
det forhcld at variabiliteten i estimatorene ﬁl,.:o,ﬁK kan bestd@ av to hoved-
deler, nemlig
(1) variasjoner som skyldes at man har et endelig sampel, og

(ii) variasjoner i intensitetene selv.
Pollard[jl nevner at variasjonsdrsak (ii) kan vaere den viktigste ndr man har
store bestander. Dette Dlir neglisjert i mange demografiske modeller i dag.

Battachayara og Holla [lJ har kommet med liknende betraktninger i
tilknytning til studier av levetidstesting for ulike industriprodukter. De

studerer spesifilkasjoner av fordelingen for u oo ooty (for K = 1) og diskuterer

1
blant annet hvor relevante modellene er 1 praktiske situasjoner. Battachayara
[2] har studert ytterligerc noeu slikzs modeller. Imidlertid arbeider disse
forfatterne med uavkortede levetidsfordelinger. I det etterfplgende vil vi
spesielt ha i tankene personcr som cbservasjonsobjekter. Deres avgangsinten-
siteter avhenger vanligvis av alderen, slik at en cppsplitting av observasjons-
materialet i aldersgrupper er ngdvendig. Vi vil derfor arbeide med avkortede

fordelinger.

1E. De metoder som vi studerer i dette notatet, kan selvfplgelig
anvendes i alle situasjoner der man skal foreta en avgangsanalyse for en
heterogen bestand hvor man kan oppfatte én eller flere av avgangsintensitetene
som stokastiske. Narliggende demografiske eksempler er analyser av dpdelighet,
sykelighet, ekteskapsinngdelse, ekteskapelig fruktbarhet, og utvandring. De
forfattere vi har referert til ovenfor, har beskjeftiget seg med industriell

kvalitetskontroll. Man vil opplagt ogsd kunne finne mange andre anvendelses-

omrader.



2. En avgangsdrsak

2A. Vi vil ta utgangspunkt i en helt enkel avgangsmodell med &én
avgangsdrsak. N personer observeres i en pericde av lengde 1 og vi lar u
vere avgangsintensiteten. I trdd med hva som er sagt i 1D vil vi anta at
fordelingen for observert levetid T for gitt u-er:
-~ _u_t X
lue nar 0 < t < 1, og
S S

]e ndr t = 1,

altsd en avkortet eksponensiell fordeling. For & finne den marginale for-
deling for levetiden T trenger man & spesifisere en a priori-fordeling for u.
Nar man skal velge en slik, er det flere hensyn & ta:
(i) Den bpr ha variasjcasomrdde i intervallet <0,%>
(ii) Den bgr vere fleksibel.
(iii) Den bor vere slik at den marginale levetidsfordeling blir
teoretisk og numerisk “pen” & arbeide med.

Man kan tilfredsstille kravet (ii) hvis man velger en parametrisk
a priori-fordeling med mange parametre. Ved & variere disse far vi frem en
skare a priori-fordelinger for u. Med et gitt observasjonsmateriale hdper
vi derfor at det finnes en slik fordeling som beskriver den virkelige avgang
med tilstrekkelig ngyaktighet.

For & tilfredsstille hensyn (iii) bgr levetidsfordelingen vare ‘pen'
i den forstand at det bpr vere enkelt & utfore estimering og hypoteseprgving.
Kravet til numerisk enkellet er i dag mindre strengt enn for p& grunn av
de muligheter moderne EDB-uistyr gir.

Hensynene (i1i) og (iii) kan lett komme i konflikt med hverandre, slik

at man md foreta en avveining mellom dem.

2B. Mange forslag til a priori-fordeling for p er tenkelige. Vi har
valgt & studere det tilfellet at u er gammafordelt med tetthet

-1 -Bu
(2.1) g(w) = -F?u) Wt e for w > 03 a > 03 B8 > O,

Den marginale fordeling for T fér da frekvensfunksjonen

o [; BOL/(BFC)OL+l ndr 0 < t < 1,
(2.2)  h(t) = J g()ECt|w)du = 4 .
0 L{8/¢p+1)) nir t =1.

Dette er en avkortet fordeling av Pareto-type. Avgangsintensiteten i for-

delingen med tetthet h(t) (Hoem [4]) blir:



[02]

o atl
(2.3) U(t) - Qo B /(B+t) - [0}

" {8/ (8+t))® Brt

som er avhengig av t. Foruten & ta hensyn til den forste type inhomogenitet
nevnt i 1B, f8r vi altsd en modell som ogsd@ er tidsinhomogen. Formen pa
tidsavhengigheten er lite heldig. R(t) avtar jo med voksende t, noe som
antakelig er lite realistisk innenfor de aller fleste aldersgrupper. Oftest er
imidlertid R(t) av meget liten storrelsesorden slik at B md vere stor i forhold
til a. Da a i tillegg har tolkning som “frihetsgrader” i gammafordelingen
og sdledes formodentlig er storre enn 1, kan vi regne med at k(t) bare avhenger
svakt av t. Dette siste "stemmer” jo forpvrig godt med intuisjonen. Da det
primere i dette notatet skal vare hensynet til den fprste type inhomogenitet
(1B), vil vi si oss forngyd selv om vi f&r denne lille skjevheten i modellen.
h(t) er apenbart et adekvat mdl for “styrken" av avgangen. Et annet
avgangsmdl kunne vere Ep = o/B, som er litt stgrre enn R(t) for 0 < t < 1.
Forskjellen mellom disse to mdlene er imidlertid formodentlig liten i de fleste
tilfelle. Forgvrig ser vi at Ep har tolkning som den avgangsintensitet som

gjelder pd tidspunkt 0, dvs. E(O)°

2C. Vér oppgave er nd & estimere a og B. Vi skal forst studere en
situasjon der B er kjent. Det er liten grunn til & tro at 8 vil vare kjent
i praksis, men situasjonen viser seg likevel & ha en viss interesse, blant
annet fordi estimeringen blir sarlig enkel.).

Vi innforer Y = In{(B+t)/B}. Y far fplgende frekvensfunksjon:

-
ae Y ndr 0 <y < Yo O8

k(y) = ~ay
\g 0 nér y = Yos

der y, = 1n{(B+1)/8}. Denne fordelingen er av samme type som i (1.1) nér

k = 1, bare med den forskjell at ‘observasjonsperioden’ nd har en lengde pa
Yoo I dette tilfellet er estimeringen grei. For de N observerte personer

defineres levetidene TyseeesTys Yj = ln{(B+Tj)/8} og
A
1 hvis 0 < Yj < Yoo
0 hvis Yj = Yo
for j = 1,2,...,N. Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for o blir:
N N

I D./ T Y..
j:l J j:]_ J

(2.4) 8"

Som vi ser, er denne formelen helt analog med (1.2).



Nér B er stor, vil

(2.5) Y. = 1In(1+T./B) o T./B.
3 3 3
Vi fir da:
A y 1 sz ZDj
Bu =o/B = 3 o3 R T
3 3

Det siste er jo estimatoren (1.2) med K = 1.

Egenskaper ved o” kan studeres ved standardmetoder (Sverdrup [9]).

2D. La oss sd se pd den mer realistiske situasjon hvor ogsd B er
ukjent. Sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene o og 8 for o og B finnes nd
som lgsningen av folgende likningssystem:

N
L D.

N
(2.6) =1

Q

1

i

@

~

™ >
N

L4

N -
T 1In(1+T./B)
j=1 )

def.

é D./(§+T.)
~ A4 1 3 j A
(2.7) o = 1= = F(B).

N ~
N-g I l/(B+Tj) def.

j=1

I~ =

Dette systemet vil ha en éntydig losning som kan finnes ved numerisk iterasjon.
(Betingelsen for at iterasjonsprosessen skal konvergere er at G'(B) < F'(B)
nar lgsningspunktet.)

La oss igjen sammenlikne estimatoren for Eu med estimatoren i (1.2)
for K = 1. Vi bruker igjen tilnezrmelsen (2.5). Likningen (2.6) gir da:
(2.8) E/?u = &/é = EDj/ZTj.

Da ln(l+Tj/B) < Tj/B safremt Tj > 0, blir

A
Eu > ID./IT..
3 J

Ogsd i tilfellet der B er ukjent vil derfor estimatoren Eu tilnazrmet
vere lik estimatoren j (1.2), men Ey vil systematisk ligge litt over den

Yklassiske" estimator.



Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for det andre avgangsmilet (2.3)

blir nd:

N

p(t) = =,

% B+t
som vil ligge enda n@rmere estimatoren i (1.2) (K = 1) for alle t € <0,1]
enn den i (2.8) gjor.

Asymptotliske egenskaper ved estimatorene kan finnes ut fra generell
teori for sannsynlighetsmaksimeringsestimatorenes asymptotiske samplingegen-
skaper. Videre kan man finne tester og konfidensintervall for parametrene ved

sannsynlighetskvotemetoden.

2E. Hittil har vi antatt at alle inntrddte holdes under cbservasjon 1
tidsintervallet [051]3 og inntreden i bestanden i observasjonsperioden har
ikke vert mulig. Man kan lempe pa denne innskrenkning og anta at person nr. i
har en maksimal gjenstdende levetid pa Zj ndr han inntrer, der Zj € <0,1].

Det vil da vere bekvemt & oppfatte hver Zj som en realisasjon av en stokastisk
variabel (Sverdrup [9]). Man kan stille opp en modell helt analog med den vi

har betraktet i dette kapitlet. Det viser seg da at formlene for estimatorene
blir uforandrede, mens deres sannsynlighetsteoretiske egenskaper vil avhenge

av den fordeling man spesifiserer for Zj—ene.

3. TFlere avgangsérsak:r: Ea blandet modell

B8A. Vi skal na studere en modell med flere avgangsdrsaker. Vi vil anta

at u; er en stokastisk vairiabel med sannsynlighetstetthet gitt ved (2.1), mens

Hoseeesly er ukjente parametre. Forgvrig skal situasjonen vere som beskrevet i

1A. (1.1) gir nd den betingede fordeling for (Tj’vj)’ gitt u . Den tilsvarende

marginale fordeling kan skrives pa formen:

ud(l)Bu K alv; e—Rt

[ AU, H U . s
(B_'__L_)a'*'d(l) V:2 v
K
der A = I H,e OF der d(v) = 1 hvis personen avgdr av arsak v, d(v) = 0 ellers.
v=2

Vi innforer:

-

)l hvis Vj

u
<

D.(v) =
J 19 ellers,



=4

for 3 = 1,2,...,N0g v = 1,2,...,K, og lar D(v) = I Dj(v) for alle v. Vi
j=1
vil da fa sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene i  (1.2) for L ERREELIE

mens sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene for a og B finnes av (2.6) og (2.7).
(Vi antar at B er ukjent.)
Det er nd lett & apgl aojmptotlske egenskaper ved disse estimatorene.

For store N er (ngu..,u ,b asymnptotisk multinormalt fordelt med for-

1(5

ventning (U,,...,l, 0 ,3). Den asymptotiske kovariansmatrisen har formen
23 9 K:) 9
A 9]
o g
3 - e r'd Y >\ ) . K -
der A = diag WHosesesly) o === 0g der B er den asymptotiske kovariansmatrisen
N(l-e )

for (c,B). Hpseseslly €r altsd “som vanlig” (sml. 1A) asymptotisk uavhengige

e}

av hverandre, og de er ogsd asymptotisk uavhengige av (a,B).

3B. Tankegangen bak denne modellen kan lett fgres videre. La oss f.eks.
anta at de p forste av intensitetene er stokastisk uavhengige stokastiske
variable, scm hver for seg er gammafordelt, mens resten av intensitetene er
ukjente parametre. Konklusjonene ovenfor vil da bare trenge trivielle modi-
fikasjoner.

Forutsetningen om stokastisk uavhengighet intensitetene imellom er
imidlertid ikke alltid realistisk. I mange situasjoner ma man regne med at
avgangsintensitetene kan vare korrelerte. (Hvis en person har stor tilbgyelighet
til & dp av en bestemt &rsak, kan ban ogsd@ ha sterk tendens til & do av andre
drsaker, fordi han kanskje er s& svak at han ikke makter noen sarlig pdkjenning
1 det hele tatt.) Selv om fordelingen for de p stokastiske intensitetene skulle
vere helt ukjent, vil allikevel sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene for de
¢gvrige parametriske intensitetene vare gitt ved (1.2) og deres asymptotiske

egenskaper vil fortsatt vere som angitt i 1A.

4. To korrelerte avgangsdrsaker

Som nevnt i 3B md man av og til regne med korrelasjon mellom avgangs-
intensitetene. Vi skal n& studere en avgangsmodell med to avgangsdrsaker der
begge avgangsintensitetene er stokastiske variable, som vi vil la vere korrelerte.

Det er igjen mange tenkelige forslag til a priori-fordeling for (ul,uz).
Vi skal ta utgangspunkt i en to-dimensjonal Wishart-fordeling, blant annet fordi

marginalfordelingene da vil vere gammafordelte.
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Den to~dimensjcnale Wishart-fordeling er sannsynlighetsfordelingen

til en vektor (Mlls M ) med tre elementer, og dens tetthet er:

1ns M
12 22
(a=-3)/2 1
[m] exp{~-—T—T(ml,B+m22y-2m12p/§7)}
a/?2 >

f(m ) =

3m 3m
11*12%22 i r(———) 3 |z

2 2
11 Mop T My, OF }Zl = yg(1l-p" ). a, B, vy og p er forde-

lingens parametre. For & f4 en fordeling for to stokastiske variable, vil vi

22). Vi skal s& bruke denne til a-

priorifordeling for (ulS u2), Er del regning gir da aprioritettheten:

for IMI >0 der M| = m

bestemme marginalfordelingen for (Mll, M

exp{- ~%—T(u 8+u2Y)}

5 5 (p/‘—\) l‘ )(a -2+v) /2 T(a,v),
i 2% 5| 2 & ‘) “( %) =0
der vi for o Z 3 har
1 (a-3)/2,
(o) = f (-t Vat,
-1
Hvis
w (0" /v (o) 1 (2 y)
S(X,y,z ;(\I’JBDI‘(QD) z 2

+ )/2+
Vo %}(u v X

v=0 {y\l-p }z 1}(a+v)/2+y

{g(1-p %2+
blir den tilsvarende frekvensfunksjon for (Tj°vj)

2)}d(l)+d(2)

{By(1-p s(t,d(1),d(2)3a,8,v,0)

0/2+a(1), (a/2+d(2)

2%V r(&= )r( )R

AA A A

Til bestemmelse av sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene a,B,v,p far man

likningssystemet
A ~ A A l N Siry’
Y(a/2) + ¥((a-1)/2) + 31n(28y) =5 L T
i=l "1
~ N N s.
al2 - %— Tod.(2) = (B/N) £ £,
.. i S.
izl izl i
A l -~ N SiV
a/?2 % 2d.(1) = (y/N) » =L
i S.
i=1l i
2“ N N s.
£ 1 la,va @] = 22,
. 1 i 7% S.
1-p" i=1 . i



der

A~ A A

s. = s{t., di(l); di(2); a,B,v,0) ofg

1
2osrt., a.(1), d.(2)a,8,7.0)
s i2 iV 9 i QB 5Ys

4

for j € {a,B,v,p}, 1 =1,2,...,N, og der ¥(t) = e

r(t), som er en tabellert
funksjon,

Jeg har ikke klart & avgjore om dette systemet har en éntydig lgsning
eller cm det i det hele tatt finnes noen lpsning. En md derfor underscke
dette ved numeriske metoder i hvert enkelt praktisk tilfelle. Selv om det
néd skulle vare mulig & finne &ntydige estimater for parametrene, er prose-
dyren komplisert og svart arbeidskrevende i praksis. Metoden synes derfor &
vare av begrenset praktisk verdi.

Hvis vi hadde spesifisert en annen a priorifordeling for (u ), kunne

1°%2
resultatet blitt bedre. Trass i flere forsgk med andre fordelinger, har jeg
imidlertid ikke funnet noen som ville forenkle det numeriske arbeidet i

nevneverdig grad.
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