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SUMMARY

Regression analysis with a Targe number of explanatory variables is discussed. The main
problem considered is the choice of a relevant subset of variables and a subset of cross products of
these. It is proposed to proceed in three stages by first selectina the variables to be used in the
regression function. This is made by a combination of standard stepwise methods and P-plots to deter-
mine the number of relevant variables. Next, the cross products of the variables carried on from the
first stage is also treated by this technique. Finally, the selected linear terms and cross products’
are put together in one analysis to eliminate possible superfluous elements. The techniques are demon-
strated on a real example with 36 initial explanatory variables.



FORORD

I regresjonsanalyse med et stort antall forklaringsvariable er det ofte et problem & avgjere
hvor mange og hvilke variable som bgr vere med i regresjonsfunksjonen. Sterrelsesordenen av problemet
gker hvis en vurderer oqsd & ta med kryssproduktledd. Metoder for 3 behandle slike situasjoner er
beskrevet i den foreliggende rapport. Det blir ogsd presentert teknikker for & finne fram til enkelt-
observasjoner som har stor innflytelse p& resultatet av regresjonsanalysen.

Statistisk Sentralbyrd, Oslo, 29. oktober 1984

Arne fien
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1. INNLEDNING

Reqresjonsanalyse er en standard metode for & beskrive hvorledes én variabel -den avhengige
variabel - varierer som funksjon av én eller flere andre variable -de sdkalte uavhengiae variable. Den
brukes ofte i situasjoner hvor en har liten forhdndskunnskap om sammenhengene. En konsekvens av dette
er at den statistiske metode som brukes blir svart avgjerende for resultatet av analysen.

Sarlig er problemene store ndr det er svart mange uavhengige variable. Det gjelder da H
avgjere hvor mange og hvilke variable som skal brukes i regresjonsfunksjonen. Vanligvis gjeres dette
ved trinnvise regresjonsmetoder. I dette arbeidet blir disse supplert med plottemetoder som gir et
anslag for antall forklaringsvariable som ber vare med.

Sterrelsesordenen slike problemer kan ha, illustreres ved gjennomgangseksemplet som blir brukt
i denne rapporten. Der er det opprinnelig 36 forklaringsvariable. Ved i tillega & prove alle kryss-
produkt mellom disse kommer en opp i en regresjon med 666 mulige uavhengige variable.

Selv med en regresjonsfunksjon hvor mange variable er tatt med, kan en ofte vare i tvil om en
har fatt si qod tilpasning som det er mulig med de variable som er til rddighet. En slik vurdering kan
ajeres ved 3 sammenligne restvariansen ved en si3kalt intern estimering av feil.

Enkeltobservasjoner kan i visse tilfelle ha stor innflytelse pd resultatet av rearesjonsana-
lysen. Det qjelder & lokalisere slike ohservasjoner for 8 se nzrmere pé dem. Skyldes de feil eller er
de ikke representative for resten av materialet eller er de bare en del av de tilfeldiqe variasjoner en
ma reane med? En kan finne fram til slike observasjoner ved hjelp av ulike m&1 for innflytelsen av
enkeltobservasjoner.

2. PROBLEMSTILLING OG OPPSUMMERING
I denne artikkelen tas utgangspunkt i regresjonsmodellen

(1) ¥i = 8p +|31x1.1 cee tBX, toe, i=1,...,n

1 xp er p uavhengige variable eller forklaringsvariable,

Tallet n er antall observasjoner. Leddet e representerer avviket mellom y og den beste beskrivelse av

hvor y er den avhengige variabel og x

y med en line@r funksjon av x-ene. For at tester oq konfidensintervall skal vare tilnzrmet gyldige ber
e;-ene vare uavhengige, tilnezrmet normalfordelte, ha forventning nezr 0 og ha tilnarmet konstant

varians. Variansen ¢2 antas ukjent. De ukjente koeffisientene 60 B 12 oo Bp vil bli kalt farste-
, ’

gradskoeffisientene eller 0gsd av og til hovedeffektene.

Det antas at en starter med et stort antall p av x-er, men regner med at bare en del av disse
bidrar vesentlia til & beskrive y. Det gjelder & finne fram til hvilke. Modellen kan ogsd utvides ved
& ta med kryssproduktledd. Videre m& vurderes om en har fitt sd qod modelltilpasning at den ikke kan
forbedres ved hjelp av de foreliggende forklaringsvariable.

I kapittel 3 beskrives et datamateriale som blir brukt som gjennomgangseksempel for & i1lust-
rere de statistiske metodene. Ved hjelp av intern estimering av feil vises i kapittel 4 at det skulle
vere mulig & forbedre en tidligere brukt modell. For & f& modellforutsetningene bedre oppfylt, fore-
s18s i det pdfglgende kapittel en logaritmetransformasjon av den avhengige variable. Det foretas 0gsd
en gruppering innen de uavhengige variable.

Kapittel 6 behandler metoder for & finne fram til de mest betydningsfulle variable. Trinnvise
metoder kombineres med et plott av P-verdiene (signifikannssannsynlighetene) knyttet til de enkelte
regresjonskoeffisienter. Dette plottet gjar det mulig 8 ans13 antall variable som ber vare med.

I kapittel 7 beskrives diagnostiske m&1 for & finne frem til enkeltobservasjoner som kan ha
stor innflytelse pd resultatet av rearesjonsanalysen. M31 for kolinearitet mellom forklaringsvariab-

lene tas ogsd med.



o

Modellen (1) utvides i kapittel 8 til & ta med kryssproduktledd mellom de variahle som ble
funnet betydningsfulle i kapittel 6. Modellen blir da

(2) y = ﬁ() + 8 Zl + .00t quﬂ + 8122122 et BQ’I;qzq_lzq e

hvor Z, ..., 1q er de variable som ble tatt med fra modellen (1) med bare forstearadsledd. Sterrel-

sene Bys ..., B kaller vi kryssproduktkoeffisientene eller samspillene. Ved hjelp av P-plott

a-1, q
estimeres iqjen antall betydninasfulle samspill. FEndeliq i kapittel 9 foretas en totalvurdering av
modellen med bdde forstegradsledd og kryssproduktledd.

I siste kapittel proves metoder for & finne frem til innflytelsesrike observasjoner pa dataene
i gjennomgangseksemplet. Med s& stort datamateriale som det her er tale om, ser det ut til at enkelt-
observasjoner kan ha relativt liten innflytelse pd det endelige resultat.

3. GJEMNOMGANGSEKSEMPLET

For & illustrere de statistiske metoder er brukt et gjennomgangseksempel med data fra Ferie-
undersokelsen 1974, Materialet har tidligere vart analysert av Mordal (1979) og Haldorsen (1981).
Formilet med & bruke dette datamaterialet er ikke & komme lenger ndr det qjelder & analysere folks
ferievaner, men & bruke det som et middel til & eksemplifisere de statistiske analysemetoder. Opprin-
nelig ble dette materialet ogsd valgt fordi det inneholdt mange dikotome variable. Metodene som ut-
vikles er imidlertid lite avhengig av dette.

Selv om virt hovedformdl ikke er 3 finne frem til nye konklusjoner nir det ajelder Ferieunder-
sgkelsen, md vi 1ikevel for sammenhenqens skyld qi en kort beskrivelse av datamaterialet. Det bestar
av opplvsninger fra vrkesaktive personer som var pd minst &n ferietur i 1974. Totalt innadr n = 980
personer. Som yrkesaktive er regnet personer med minst halvparten av vanlig arbeidstid i et yrke.

Ferietur er definert som opphold utenfor heldrsboligen med helse- eller rekreasjonsformdl, som
inkluderer minst 4 overnattinger. Forretnings-/studiereiser og rekonvalesensopphold pé sykehus, syke-/
pleiehjem e.1. er ikke regnet som ferietur. "Helsereiser" (invalidereiser) o0.1. som er lagqt opp som
ferietilbud, er derimot regnet som ferietur.

Den avhengige variabel er antall feriedager i lgpet av et dr. I alt 34 forklaringsvariable
skal preves. Disse er satt opp i vedleaq 1. Merk at den opprinnelige nummering av de variable er

beholdt slik at den ikke gar fra Xy til X345 TN fra Xo til X38 hvor Xgs Xq 09 Xig ikke finnes.

I det fglgende vil dette datamaterialet bli referert til som Fksemplet.

4. INTERN ESTIMERING AV FEIL

4.1. Den generelle tankegang

N&r en regresjonsfunksjon er tilpasset et datamateriale, vil en vare interessert i & vite om
den gir s god tilpasning som mulig med de forklaringsvariable en har til rddiahet. Kan en vare sikker
pd at en annen rearesjonsfunksjon hvor en kombinerer de forklaringsvariable p& andre miter eller trek-
ker inn andre transformasjoner av dem, ikke vil gi vesentliq bedre tilpasnina? Hvis en har aqjentatte
observasjoner for visse variabelkombinasjoner, kan de brukes til 3 lage et variansestimat som er fri
for eventuell modellfeil. Dette kan da sammenlignes med restvariansen fra den tilpassete modell. Hvis
disse er noenlunde like, viser det at en ikke kan oppnd vesentlig bedre tilpasning. Er de svart forsk-
jellige, tyder det p& at modellen kan forbedres.



I ikke-eksperimentelle data har en vanligvis ikke gjentatte observasjoner med samme verdier pd
forklaringsvariablene. Daniel og Wood (1980) foresl8r at en erstatter feilestimatet fra gjentatte
observasjoner med et feilestimat fra "nzre naboer". Med nzre naboer menes observasjoner som ligger nar
hverandre i rommet av forklaringsvarablene, dvs. at de har nesten samme verdier pd disse. Mer presist,
hvis den tilpassede regresjonsfunksjon er

s8 mdles avstanden mellom to punkter

X; = (><1.1 cees xip) i=1,2

ved

2 2
D - '21 [b (x), - x, )]

En vil regne med at to punkter som ligger nar hverandre, ogsd vil ha y-verdier som ligger nar

hverandre. Altsd at de kan betraktes som nesten gjentatte observasjoner. Daniel og Wood (1980) bruker
differenser av typen

A A
y, - ¥ (xl) - (y2 -r (xzﬁ
som utgangspunkt for estimering av feil fra nare naboer. De regner med at absoluttverdien av denne
differensen har forventning tilnzrmet forventningen til den absolutte differens mellom to uavhenaige
normale variable med samme forventning og varians lik den ideelle restvarians o2. Det antall nare

naboer som skal inngd i feilestimeringen blir delvis en skjennsssak, men ndr estimatet begynner & ske,
tyder det pd at en har tatt med for mange.

4.2. Modifisering for tilfellet med mange dikotome variable

Ved mange betydningsfulle dikotome forklaringsvariable kan en g& noe lenare enn ved fremgangs-
maten til Daniel og Wood ndr det ajelder & gjere sea uavhengiq av modellforutsetninger. Anta at en ved
en forelgpig analyse har funnet frem til en qruppe av viktige forklaringsvariable hvorav d er dikotome.

Det er da Zd mulige kombinasjoner av disse. Anta at det i en del av de tilsvarende Zd qrupper av
observasjoner er nok observsjoner til A regne ut rearesjon med hensyn til de resterende variable. I
hver av disse delgruppene kan en s& lage seg et internt estimat av feil basert p& nzre naboer. Disse
feilestimatene vil da ikke vare pivirket av modellspesifikasjonsfeil som angdr de d dikotome variable.
For eksempel vil alle samspill mellom disse variablene innbyrdes og med de resterende variable vare
eliminert fra feilestimatene.



Vi har gjennomfart en slik fremagangsmite for Eksemplet. Som forelgpig analyse er brukt de
resultatene Haldorsen (1981) kom fram til. Ved trinnvis rearesjon fant han frem til f@lgende variable
etter 9 trinn (i rekkefslge i forlengs utvelgelse)

X X

¥35° X330 Xp» Xga Xp30 Xygs Xpps Xggs Xyge

Av disse er

X355 X33» Xps X35 X137

dikotome. Vi delte da opp materialet i 25 = 32 arupper etter verdiene pd disse d = 5 dikotome variab-
le. I stedet for & lage variansestimater fra nereste naboer i disse aruppene, ngydde vi oss med enk-
lere prosedyrer. Den ene var & beregne variansestimatene etter full linear regresjon pd alle reste-
rende 29 variable innenfor hver enkelt av de 32 gruppene. Den andre besto i & kjere variansanalyse med
hensyn pa de viktige variablene Xg» X195 X36 09 X9 innenfor gruppene. Det siste for & preve modeller

som var uavhengiq av spesielle funksjonsformer for disse 4 kvantitative variable. Bare hovedeffekter
ble tatt med i variansanalysen. Resultatene er gitt i tabell 1. Den variable HJELP definert ved

HJELP = x,, + 2x,, + 4x2 + 8x

23t 2yy + 16x55

33

kan brukes til 3 identifisere delgruppene. Gruppene med et lite antall observasjoner er ikke tatt med.
Tomme plasser i tabellen svarer til situasjoner med for f3 observasjoner for 4 f& utfert variansana-
lysen eller den fulle regresjonen.

Det gjennomsnittlige variansestimat pi arunnlag av kolonnen for full regresjon er 97,98. Den
trinnvise reqresjonen med 9 variable ga variansestimatet 139,92. Dette tyder pd at det er muligheter
for vesentlig forbedrina av modellen.

Tabell 1. Variansen for antall ferieturdager innen delgrupper

Variansanalyse

HJELP Varians innen m.h.p. x6,x12, Full regresjon Antall
qrupper x36 oq x10 pd 29 variable obs.
0 covvennnnnns Ceeceaeenene 68,6 54,4 65,8 81
b i i it . 74,5 81,0 92,1 48
B iiiiiiiieiieeae eeeee 129,0 113,1 93,0 236
R ceeees Ceeeaaaen 72,6 29
10 coevane.. cecessaeans e 100,0 86,8 83,8 65
12 ceviiiiiinnnn Ceeeeataaes 132,7 116,1 112,2 206
13 ittt 775,0 19
14 ciiiiiiieinnnn, eenes . 84,9 92,3 81,9 59
24 oo, Checaeseseeas 146,3 83,6 30
25 ittt ettt 289,3 282,6 28
4 N 179,5 12
28 tiiiiiiiiiieeas eeeenens 130,8 80,2 42
4 P 196,2 211,8 157,9 48
30 tiiiiiiieiienans ceeees .. 156,1 14
31 ......e, Ceeetacerbeneans 189,5 15

4.3. Varians i delgrupper

Oppdelingen i delgrupper har 0gsd den fordel at en kan f& et inntrykk av om variansen er kons-
tant i ulike omrdder av x-rommet. Tallene i tabell 1 kan tyde pd at det er en viss variasjon mellom
gruppene utover det som kan skyldes tilfeldigheter.

For & undersgke om variansene har en tendens til 3 gke med forventet verdi av den avhengige
variable er estimert standardavvik i gruppene (kolonne 1 i tabell 1) plottet mot gruppegjennomsnittene
i figur 1. Det ser ut til at standardavviket gker tilnzrmet linezrt. Dette tyder pd at en burde
transformere dataene for & f& en mer stabil varians. Dette er emne for neste kapittel.
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5. TRANSFORMASJONER

5.1. Transformasjoner av den avhengiqe variable

5.1.1. Logaritmetransformasjon

For & estimere regresjonskoeffisientene vil minste kvadraters metode bli brukt. Da er det en
fordel at variansene er noenlunde like i hele variasjonsomrddet for observasjonene. Figur 1 i forrige
kapittel viser at det er en tendens til at standardavviket gker linezrt med forventningen. I et slikt
tilfelle kan en f3 mer stabile varianser ved & ta logaritmen til observasjonene. Tabell 2 viser resul-
tatet av tilsvarende beregninger som i kapittel 1, men med utgangspunkt i logaritmen til antall ferie-
dager. Variansen ser nd ut til & vare mer stabile, iallfall for de storste gruppene. Plott av stan-
dardavvik mot gruppegjennomsnittet er gitt i figur 2. N& kan det synes som det er en tendens til at
standardavviket avtar med qruppegjennomsnittet. Dette inntrykket blir imidlertid skapt av noen f&
punkter med lite antall frihetsgrader, punkter som ikke bgr tillegges sd stor vekt.

Tabell 2. Variansen for logaritmen til antall feriedager innen delgrupper

Variansanalyse
HJELP Totalt m.h.p. x6,x12, Full regresjon Antall

x36 0q x10 pd 29 variable obs.
0 tiiiinnnnnanas Ceceesecae 0,353 0,301 0,336 81
A i i ittt 0,330 0,322 0,417 48
8 tiiiennn Cetereceeteannas 0,395 0,374 0,295 236
L 0,257 29
10 ovenesn tetecsraccnnas .. 0,298 0,260 0,280 65
12 ittt ittt 0,362 0,324 0,306 206
N 0,439 19
14 it ittt 0,140 0,143 0,133 59
24 ... teeeessscennsan 0,463 0,334 30
25 tieeeenn Ceetereeantanans 0,334 0,279 28
27 tiiieitietiertcacaannnns 0,296 12
28 ..... teteessceteneceenas 0,263 0,179 i 42
29 tiiiieciiictctectanneans 0,278 0,259 0,192 48
30 tiiiiiieeannn Ceeeeneanes 0,265 14

K Ceeetieenas 0,145 15
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I tillegg til 1like varianser er det ogsd en fordel om observasjonene er tilnezrmet
normalfordelte rundt sine forventninger. To mdl for avvik fra normalitet er gitt gjennom skjevhet og

kurtosis. For en serie observasjoner Yl’ YZ’ ey Yn med

(Y, - ¥)2

<
i
S
™
—~<
-
(7]
N
n
St

er madlet for skjevhet
Ly (v, - 1)3ys2
n i
og for kurtosis
Loy, - Desst -3
n i

For en normalfordeling er de teoretiske verdier for begge sterrelser 1ik 0.

I tabell 3 er gitt de beregnete verdier av skjevhet og kurtosis i de enkelte gruppene. Dette
er gjort bade for de opprinnelige data og for logaritmen til dem. Stort sett ligger verdiene nzrmere 0
for de transformerte tallene. Spesielt gjelder dette de store gruppene hvor estimatene er mest palite-
lige. 1 tillegg til plottene over standardavvikene styrker dette den oppfatning at en ved regresjons-
beregningene ber basere seg pd logaritmen til antall ferieturdager.

Tabell 3. Skjevhet og kurtosis i forskjellige grupper

Antall ferieturdager Logaritmen til antall ferieturdager
HJELP Skjevhet Kurtosis Skjevhet Kurtosis Ant. obs.
0 1,7 3,5 0,4 -0,8 81
4 1,6 3,5 0,4 -0,8 48
8 2,0 7,2 0,0 -0,6 236
9 0,4 -0,6 -0,3 -0,8 29
10 0,6 -0,11 -0,4 -0,5 65
12 0,7 0,67 -0,6 -0,2 206
13 2,4 6,1 0,4 1,2 19
14 0,2 -0,17 -0,7 0,1 59
24 1,3 2,4 -0,2 -0,8 30
25 1,1 0,5 -0,1 -0,2 28
27 0,3 0,3 -1,3 2,8 12
28 0,8 1,6 0,8 -0,8 42
29 0,5 -0,2 -0,7 0,3 48

-
)

5.1.2. Gruppering av den avhengige variable

For & f@ en oversikt over et datamateriale kan det i farste omgang vere nyttig & lage histo-
grammer over de enkelte variable. I figur 3 er tegnet et histogram over fordeling p& antall feriedager
for personene i utvalget. Av plasshensyn er tatt med de med 28 eller ferre ferieturdager. Totalt er
det 235 personer av utvalgets 980 med flere enn 28 ferieturdager.

Histogrammet viser en flertoppet fordeling med topper pd 5, 7, 14, 21 og 28 feriedager. Grun-
nen til toppen pad 5 dager er antagé1ig at det er det minste antall som blir regnet med i denne under-
sekelsen. Ellers er det altsd en tendens til at ndr folk reiser p& ferietur, blir de borte et helt
antall uker.
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Figur 3. Histogram over utvalgets fordeling p& antall ferieturdager
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Det kunne derfor vare rimelig 4 ta utgangspunkt i antall ferieuker i stedet for antall ferie-
dager. Vi har derfor sett pd en variabel A definert pd folgende mite.

Histogrammet av A i figur 4 viser en entoppet fordeling.
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Det kunne hende at en ville f& klare-

re sammenhenger og konklusjoner ved a basere analysen pd antall uker. Vi har likevel valgt - delvis
for lettere & kunne sammenligne med tidligere resultater - & ta utgangspunkt i antall ferieturdager.
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Figur 4. Histogram over antall ferieturdager regnet i uker
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5.2. Transformasjoner av de uavhengige variable

I sin alminnelighet kan det vare aktuelt & transformere oaqsd de uavhengige variable. Ved hen-
siktsmessige transformasjoner kan en fd frem variable som mest mulig direkte beskriver forventningen av
den avhengiage variable. Valg av transformasjoner vil som reqel vare basert pd den apriori kunnskap en
har om sammenhengene.

De fleste av variablene i Fksemplet er dikotome. Disse er det ikke noe behov for a transfor-

mere. N&r det gjelder de resterende variable, har vi valat & gruppere og dikotomisere ogsd disse. Det
er gjort pd falgende mite:

0 hvis x6 =1

1 hvis 2 < x. <7
) i 1 hvis X12 = 1
121
ellers
) i 1 hvis x12 =6
126
ellers

) 0 hvis 4 < X36 <6
X361 ~
1 hvis 7 < x < 12

601

36 —
) 0 hvis 2 j_x37 <3
X371 © .
1 hvis 4 < X37 <6
1 hvis 1 < x. <2
X = -5 -
501
0 ellers
1 hvis 6 < x. <7

X506 ~
ellers

Opprinnelig var det to motiver for & innfore disse nye variablene. Det ene var at vi hadde
tenkt & utvikle et metodeverktpy for regresjon med bare dikotome variable. Ftter hvert fant vi ut at
vi ikke ville begrense oss bare til denne situasjonen. Det viktigste motivet var likevel at selv om
mange av disse variable kan anta flere verdier, har disse karakter av & vare indekser. Det er ikke
noen grunn til & vente linear gkning (eller minskning) for antall ferieturdager over hele variasjonsom-
rédet til variablene.

Vi har derfor valgt & dele opp hver enkelt av disse variable i 2 eller 3 grupper. Som eksempel
se pd variabel Xg som er knyttet til tallet pd ganger personen utevde idretts- og mosjonsaktiviteter i

1gpet av Aret. Der har vi delt opp verdiene i to grupper: De som ikke utevde slike aktiviteter
(x6 = 1) og de som gjorde det. Det er lite trolig at en line=r sammenheng her ville gjelde over hele

variasjonsomrddet for x. (fra 1 til 7). Andre variable som x. 09 x,, har vi delt i 3 qrupper. Denne
6 5 12

grupperingen av variable er delvis gjort ut fra skjenn, delvis ved & studere plott av deler av materia-
Tet (ikke gjengitt her). Fn kunne selvfalgelig ha gitt enda lengre ved & ajere som i variasjonsana-
lysen, hvor en lar hvert mulig nivd av variablene vere representert ved en egen effekt. Men dette
ville ha fart til mange parametere med smd effekter knyttet til hver enkelt.
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6. ANTALL BETYDMIMGSFULLE FARSTEGRANSLEDD

6.1. Innledning

For 3 komme fram til en regresjonsmodell vil bli brukt en strateai som bestdr av flere trinn.

Med uavhengige variable Xis eoes xp tas utgangspunkt i en modell av formen
(3) y-= By FBIXL ¥ eeee ¥ apxp + feil

Altsd en modell som inneholder bare forstegradsledd (eller hovedeffekter) i forklaringsvariablene. Da
en regner med at bare en del av disse bidrar til & forklare den avhengige variable y, gjelder det 3
bestemme hvor mange oq hvilke det er. Tradisjonelt blir dette qjort ved hjelp av ulike trinnvise
metoder. I neste avsnitt vil b1i gitt en beskrivelse av slike teknikker. Deretter skal vi introdusere
to plottemetoder for & hehandle dette problemet. Vi vil arqumentere for at plottemetoder kan vare
statistisk mer holdbare enn trinnvise metoder. De kan nemlig gi et estimat av antall signifikante ledd
i regresjonen.

I et senere kapittel blir det vist hvorledes en ut fra de effekter som finnes i modellen (3),
kan utvide modellen for & ta med eventuelle kryssproduktledd (eller samspill) i de variable.

6.2. Trinnvise metoder

I det felgende gis en kortfattet beskrivelse av 5 forskjellige prosedyrer for trinnvis regre-
sjon. De finnes alle i programpakken SAS.

6.2.1. FORWARD

Denne teknikken starter med bare konstantleddet oq tar inn variable &n etter én. Prosedyren
beregner F-observatoren som reflekterer tilleggsbidraget som hver variabel gir til modellen dersom den
tas med. F-ene sarmenlignes med et pd forhdnd spesifisert signifikansnivd. Dersom ingen er storre enn
den kritiske verdi, stopper prosedyren. Ellers tas variablen med den sterste F-en inn i modellen.
Prosedyren tar sd inn variable inntil ingen har sianifikant F. En variabel som er tatt inn i modellen,
blir varende.

6.2.2. BACKWARD

Denne teknikken begynner med alle de uavhenaige variablene i modellen. Deretter blir variab-
lene tatt ut av modellen én etter &n inntil alle variablene som er igjen i modellen, er signifikante
(m.h.p. F) pd et p& forhdnd spesifisert signifikansnivd. P& hvert trinn blir variablen med den minste
F-en utelatt.

6.2.3. STEPWISE

Denne metoden er en modifisert utgave av forlengsmetoden (FORWARD). Etter at en ny variabel er
tatt inn i modellen, blir alle variablene som er i modellen fra fer vurdert. Variable som ikke er

signifikante (m.h.p. F) blir utelatt. Deretter vurderer prosedyren nye variable. MNir alle variable i
modellen er signifikante og ingen utenfor er signifikante, stopper prosedyren.
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Denne metoden prover & finne den beste &n- variabel modellen, den beste to- variable modellen
osv. Best er definert som modellen med storst multippel korrelasjonskoeffisient R. Den er imidlertid
ikke garantert & finne modellen med den starste R p& hvert trinn. Teknikken er en foriengsprosedyre.
Den starter med den variabel som air sterst R. S& tar den inn variabelen som qir sterst ekning i R.
Deretter bytter den ut én og én variabel i modellen med alle variablene som ikke er i modellen, og
vurderer om det kan oppnds heyere R. Slik fortsetter den pd alle trinn.

Denne teknikken er en baklengsvariant av MAXR. Den starter med modellen hvor alle variable er
med, og fjerner variable én etter én, analogt til at MAXR tar inn variable etter tur. I prinsippet
skulle MINR og MAXR gi samme resultat, nemlig modellene med steorst R for gitte antall variable. Men i
og med at ikke alle delmodeller er undersgkt, er en ikke garantert dette. En ulempe med MINR er at den
produserer mye utskrifter, noe som vanskeliggjer oversikten.

Ved kjsringer pd Eksemplet har vi stort sett brukt BACKWARDS og MAXR. For samme antall vari-
able i regresjonsfunksjonen gav disse to teknikkene samme modell i mange tilfelle. P& trinn der det
var uoverenstemmelser mellom de to prosedyrene, dreidde dette seq oftest om én variabel. Med mange
variable i modellen produserte BACKWARDS-prosedyren i enkelte tilfelle en starre R enn det MAXR gjorde.
Med f& variable i modellen var det MAXR som hadde en tendens til & produsere den starste R. I alle
tilfellene var det svart liten forskjell p& R-verdiene ved de to prosedyrene.

6.3. R2 -plott

Den kvadrerte multiple korrelasjonskoeffisient R2 forteller hvor stor del av variasjonen i den
avhengige variable som kan beskrives av de uavhengige variable i modellen. Vanligvis vil R2 som funk-
sjon av antall variable i modellen gke til & begynne med for deretter & flate ut. Punktet hvor den
begynner & flate ut eller et punkt hvor det er et knekk i forlgpet av funksjonen kan indikere at da har
en fitt med de viktigste variable. De resterende variable er lite betydningsfulle eller bare har til-
feldig innflytelse.

I figur 5 er R2 plottet mot antall variable for Eksemplet. Plottet har et relativt jevnt for-
lop. Det er et lite brudd i forlepet etter 17 variable. Fra 18 variable og ut er det nesten lineert
med smd endringer i R2. 0gs8 ved 7 variable ser det ut til & vere et knekkpunkt. Det er nesten
lineazre deler faor og etter 7 variable.

Vi skal ikke utnytte dette plottet pd noe mer formell mite, men bare peke pd at det kanskje
1igger informasjon i det som burde utnyttes bedre. Som hjelp til dette kan et arbeide av Zirphile
(1975) vare nyttig. Han studerer de asymptotiske egenskapene til RZ i tilfellet med ortogonale uav-
hengige variable.
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6.4, MNormalplott

I det tilfellet hvor en har mange estimerte regresjonskoeffisienter kan en prove & plotte disse
pd normalfordelingspapir for & avslsre hvilke som har forventning forskjellig fra 0. De med forvent-
ning 0 bar ligge rundt en rett linje, mens de knyttet til reelle effekter avviker fra denne linjen.
Daniel (1959) brukte halvnormalt plott (dvs. plott av absuluttverdiene) for & finne signifikante hoved-

effekter og samspill i 2" forsek. 1 det tilfelle er de estimerte effekter uavhengige. De estimerte
regresjonskoeffisienter er ikke uavhengiqe, men i forventning skulle likevel plottet vere rettlinjet
for de koeffisienter som har forventnina 0. Det viktigste for at plottet skal vzre effektivt, er at en
god del av koeffisientene har forventning 0. Dermed fir en ansl&tt en rett linje svarende til en
normalfordeling rundt 0. Koeffisientene som virkelig bidrar til regresjonen vil en vente avviker fra
denne Tinjen.

Ut fra den fulle reqresjonen pd alle 36 variable i vedlegg 2 er det halvnormale plottet for de
36 regresjonskoeffisientene i Eksemplet tegnet opp i figur 6. Regresjonskoeffisientene er standardi-
sert slik at de har 1ike varianser. I dette konkrete tilfellet er ogsd variansen omtrentlig 1ik 1,
idet vi har dividert med restvariansen fra reqresjonen. Etter som det her er et stort antall frihets-
arader, vil derfor de plottete koeffisientene vare omtrentlig normalfordelte med varians 1.

Figur 6 gir imidlertid ikke det forventede resultat. Alle punktene ligger stort sett pd én
rett linje. Det skulle tyde pd at alle kom fra samme normalfordeling. Men en kan likevel ikke tolke
dette som at ingen i virkeligheten er signifikant forskjellig fra 0. Da burde punktene ha ligget rundt
den rette linjen tegnet inn pd figuren. Den svarer til normalfordelingen N (0,1).

Vi tolker det observerte plottet slik at det egentlig er f& av koeffisientene som har forvent-
ning 0, men at de har forventningsverdier av forskjellig sterrelsesorden med en jevn variasjon fra 0 og
oppover i absoluttverdi. P& den mdten kan fordelingen av regresjonskoeffisientene oppfattes som en
blanding av to'forde1inger hvor den ene er knyttet til feilleddenes fordeling og den andre til de sanne
koeffisientenes fordeling.

I dette tilfellet er konklusjonen at det halvnormale plottet ikke gir szrlig stor informasjon
om hvor mange variable regresjonen bgr inneholde.
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6.5. P-plott

En annen teknikk for & behandle et stort antall tester simultant er foresldtt av Schweder oa
Spjetvoll (1982). Den bestdr i & lage et plott av de beregnete signifikanssannsynlighetene (P-ver-
diene) for testene. Det som utnyttes er at for de sanne nullhypoteser er P-verdiene rektanqulart for-
delt i intervallet [0,1], mens for de andre vil P-verdiene stort sett vare smi.

Anta at vi har T nullhypoteser Ht (t=1, --, T) oq at Ht blir forkastet ndr observatoren Zt (1
vért tilfelle t-verdien) er stor. La Ft vaere den kumulative fordelingsfunksjonen under Ht' P-verdien,
dvs. siqnifikanssannsynligheten for Ht er Pt =1 - Ft (Zt)’ La T0 vare det ukjente antall sanne
nullhypoteser, og la N vere antall P-verdier stgrre enn p. Siden P-verdien skulle vare liten for en

feil nullhypotese vil, ndr p er stor,

E(Hp) ~ T0 (1-p)

Et plott av Np mot 1-p skulle derfor for store p indikere en rett linje med stigningskoeffisient To.

For smd verdier av p, har vi at E(Np) > T° (1-p) siden falske nullhypoteser blir medregnet i Np.

Figur 7. P-plott av de 36 regresjonskoeffisientene

55 |

30

20

10 .

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1-p
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Figur 7 viser p-plottet av signifikannssannsynlighetene for de 36 testene for at regresjons-
koeffisientene er 0 i Eksemplet. Hvis ingen regresjonskoeffisienter var forskjelliq fra null, skulle
punktene gruppere seg rundt en rett linje. Det gjer de tydeligvis ikke. Det gjelder da 3 identifisere
en rett linje ut fra den forste del av plottet. De 4 farste punktene ligger nesten pd linje. Men 4
punkter er 1itt lite til at en kan stole pd et estimat bare pd dem. P3 skjenn har vi lagt inn en linje
pd figuren. Den er ment 3 representere hovedtendensen i farste del av plottet. Den skjzrer

Np - aksen et sted mellom Nn = 17 og Np = 18.

Dette blir da estimatet av antall sanne hypoteser. Estimatet av antall regresjonskoeffisienter for-
skjellig fra 0 blir dermed 18 eller 19.

Et slikt estimat er selvfslgelig beheftet med usikkerheter. I Schweder oa Spjgtvoll (1982) er
angitt en mulig framgangsmite for & qi et omtrentlig anslag pd disse. Ved & gd inn i plottet for

o

p = 0.3 fir en estimert antall sanne nullhypoteser til & vare ?b = 17.1. Ved & regne som om tekstene

o 3 ry A o . Iy
var uavhengige far dette estimatet variansen T0 <+ 0,3/ (1-0,3) = 7.5. Altsa et standardavvik 1ik 2.7

for det estimerte antall sanne nullhypoteser, og dermed ogsd for det estimerte antall ikke sanne hypo-
teser. Dette skulle da qi et omtrentlig 95 prosent konfidensintervall for antall betydningsfulle
effekter til & qd fra 13 til 24.

En annen bruk av det estimerte antall sanne hypoteser er fzlgende. Etter som antall sanne
hypoteser er estimert til & vare 17 bar en bruke et signifikansnivd «/17 ndr en tester de enkelte hypo-
teser. Da vil det vare maksimal sannsynlighet p& « for minst en feilaktig forkastning.

Hvis en i Eksemplet bruker a = 0.05 blir «/17 = 0.0029. Fra vedlegg 2 finnes da at variablene

Xos X170 X33» X345 X350 X121 99 Xgo

er signifikant pd dette niv3et.

6.6. Resultatet av den forelgpige analyse for Eksemplet

Formdlet med det ndvarende trinn i analysen er & finne frem til de uavhengige variable som kan
vare betydninqsfu]]e, samtidig som de med svart liten eller ingen innflytelse tas ut av modellen. PA
neste trinn skal vi se pd kryssproduktledd mellom de variable som er beholdt. Til slutt lages en ende-
1ig modell hvor flere variable elimineres, men de med de viktigste farstegradseffekter og kryssprodukt-
ledd beholdes. For & unngd at en mister eventuelle viktige kryssproduktledd er det en fordel 3 beholde
en god del variable fra ferste trinn, selv om en jkke er overbevist om deres statistiske signifikans.

Vi valgte 3 ta med 18 av de uavhengige variable til neste trinn i analysen. Dette var basert
pa

(i) P-plottet ga et estimat rundt 18 variable.
(ii) R2-plottet gjorde et lite hopp ved antall variable 1ik 18, og det er liten endring i R2
ved § ta inn flere variable.
(iii) De trinnvise prosedyrene BACWARDS og MAXR ga samme rmodell ved 18 variable. Selv om dette
ikke er noe hovedpoeng, gjorde det lett & velge de 18 variable som skulle brukes.



24

Den beregnete regresjonsfunksjonen med disse 18 variable er gitt i tabell 4.

Tabell 4. Regresjon pd de 18 variable valgt i ferste trinn

Regresjons- Signifikans-
Variabel koeffisient Standardavvik sannsynlighet
Konstantledd 2,107
X, 0,237 0,0395 0,0001
X, 0,082 0,0413 0,0464
x10 0,093 0,0420 0,0270
X11 -0,0028 0,0015 0,0559
X4 0,171 0,0842 0,0422
X 0,090 0,0459 0,0508
X17 ‘ 0,232 0,0494 0,0001
X18 0,026 0,0115 0,0237
x23 0,151 0,0553 0,0065
X5 -0,202 0,0843 0,0170
Xog -0,134 0,0549 0,0147
x29 0,125 0,0432 0,0040
X33 0,277 0,0572 0,0001
X34 0,158 0,0452 0,0005
X35 0,226 0,0583 0,0001
X191 0,323 0,0671 0,0001
X501 -0,275 0,0717 0,0001
x506 0,082 0,0441 0,0620
R2 = 0,2818

7. DIAGNOSTISKE MAL

7.1. Innflytelsen til enkeltobservasjoner

I de fleste datamaterialer er det observasjoner som har en ekstrem verdi m.h.t. en eller flere
av de variablene som inngdr. Slike ohservasjoner kan, dersom de ikke er resultatet av en feilmdling,
vere verdifulle ved at de gker presisjonen ved estimeringen. P& den annen side kan observasjoner som
er ekstreme p.g.a. feil ha en sdeleqgende effekt pd estimeringen.

Vi skal se pd to eksempler som viser hvordan &n ekstrem observasjon i sterk grad kan pdvirke
resultatet av en regresjon. I eksemplene inngdr é&n avhengig variabel, y, og én uavhengig variabel, x.
Figur 8 (A) illustrerer hvordan &n observasjon, P, kan fere til en vertikal forskyvning av regresjons-
linja, mens figur 8 (B) illustrerer hvordan én observasjon i stor grad kan pdvirke stigningskoeffisien-
ten til regresjonslinja.
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Figur 8. Regresjonslinja ved regresjon med én uavhengig variabel. Den stipla linja er regresjonslinja
ndr observasjon P er inkludert i datamaterialet. Den heltrukne linja er regresjonslinja ndr P er fjer-
net fra datamaterialet.

Figur 8. Regresjonslinja ved regresjon med én uavhengig variabel. Den stipla linja er re-
gresjonslinja nir observasjon P er inkludert i datamaterialet. Den heltrukne linja
er regresjonslinja ndr P er fjernet fra datamaterialet

) v (8)

=

4
<
=4

I fiqur 8 (A) ser vi at observasjon P har stor residual, mens den har liten residual i figur
8 (B). Dette viser at det ikke er nok & studere residualene for & identifisere ekstreme observasjoner.
Det er to grunner til at en ber se nazrmere pd ekstreme observasjoner:

(i) Observasjoner kan ha blitt ekstreme p.g.a. feilmdlinger eller punchefeil o.1. I sd fall
ber de fjernes.
(ii) Observasjoner kan vare tatt under s& spesielle forhold at de ikke ber vare med i analysen.

N&r det gjelder pkt. (ii), vil vi advare mot & bruke dette som en unnskyldning for 3 fjerne
observasjoner som pdvirker analysen i en retning en ikke gnsker. Som nevnt tidligere kan ekstreme
observasjoner gi verdifull informasjon, og en bar derfor ikke fjerne dem uten at en har gode grunner
for det.

1 en situasion der det er bare &n uavhenqgig variabel slik som i figur 8, er det lett 8 identi-
fisere ekstreme observasjoner med stor innflytelse bare ved 8§ se p& et plott. Nir en har mange forkla-
ringsvariable, kan det derimot vare svart komplisert 3 finne fram til ekstreme observasjoner. En
observasjon kan nemlig vare ekstrem m.h.t. alle variablene simultant uten at den har en ekstrem verdi
m.h.t. noen av variablene separat.

I dette kapitlet skal vi se p& diagnostiske metoder som kan brukes til & identifisere ekstreme
observasjoner, oq som ogsé gir informasjon om graden av ekstremitet. Videre skal vi se pd mdl for
innflytelsen til de enkelte observasjonene ved parameterestimeringen. De diagnostiske mdlene som er
beskrevet i dette kapitlet, finnes alle i programpakken SAS (Statistical Analysis System). I Belsley,
Kuh & Welsch (1980) er de forskjellige milene mer utferlig beskrevet enn her.
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I dette avsnitt defineres svmboler som er brukt i kapittel 7.

n = antall observasjoner

p = antall uavhengige variable

Y = (nx1) - vektoren av den avhengige variabelen

X = (nx(p+1)) - matrisen av de uavhengiqe variable (antall kolonner er p+l p.a.a.
konstantleddet).
Y1 1 xpy ==Xy

Y = . X = .
In 1 Xpy Xnp

Xi =radnr. i i X

Vi forutsetter at
E(YIX) = X8, der 8 er ((p+l) x1) - vektoren av ukjente parametre.

b = (X'X)'1 X'Y = minste kvadraters estimatorene for B
A
Y =X
A
y; = Xib
o2 = variansen til restleddene
1
2 = 2 (Y-Xb)' (Y-
$2 = ooy (Y-X0)'(Y-Xb)

s2 er en estimator forg?
Y(i) = ((n-1)x1)-vektoren av den avhengige variabelen etter at observasjon nr. i er utelatt.

X(i) = ((n-1)x(p+1))-vektoren av de uavhengige variablene etter at observasjon nr. i er
utelatt

b(i) = minste kvadraters estimatoren for p etter at observasjon nr. i er utelatt

7.1.2. Hattematrisen

Felgende matrise blir ofte kalt hattematrisen:

W= x(x'x)! x

A
En har: Y = Xb = HY

Matrisen H er projeksjonsmatrisen for Y ned i prediktor-rommer utspent av kolonnene i matrisen X.

- ] -1 t
La h; = xi(X X) X

beteane det i'te diagonalelementet i matrisen H. Elementet hi kan betraktes som et md&1 for avstanden

fra i'te observasjon til "tyngdepunktet" i X-rommet. Vi skal begrunne dette nazrmere.
Anta ferst at vi har én uavhengig variabel slik at

o ]
1 X4
x = |1 Xy
1 Xn
L |
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Det kan vises at hi i dette tilfellet blir:

(x -x)2
h‘i = f]].-+ _._1_
2(x,-x)2
i J
_ Ll :
der x = n T x . Altsd jo mer X3 avviker fra gjennomsnittet desto sterre blir hi‘ Merk ogsd at
j=13

z h, =2-=p+l
i
I Belsley, Kuh & Welsch (1980) er det vist at

n
z hi = p+l

i=1

genereit. Det er ogsd vist at 0 < h, < 1.

Matrisen X kan skrives pd folgende form uttrykt ved sine kolonnevektorer:

X = (l,X1 ———— XP)

La X betegne (nxp) - matrisen som en fir ved "sentrering" av alle forklaringsvariable, dvs.

X = (X1'X1’ ——— Xp-Xp), der

- 1
X ==
i n

M=

X
i=11J

La H betegne hattematrisen etter "sentrering" av bdde Y og X. Vi har da:

Dersom X er ortonormal, slik at X'X = I, blir

ﬁ_ = ,E ;?,, der ;,, er element (i, j) 1 X.
i Jj=11ij iJ

I dette tilfellet er a]tsékh. kvadratet av den "vanlige" Euklidske avstand fra 0. Generelt kan
en si at ﬁ, er en veiet versjon av kvadratet av den Euklidske avstand.
Dersom vek{oren av sentrerte forklaringsvariable, i, var multinormalt fordelt, ville } ha sannsynlig-
hetstetthet

U
ke EX'Z X,

der k er en konstant og T er kovariansmatrisen til ¥X.
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Sannsynliahetskonturene med konstant tetthet vil da vare ellinsoider rundt oriao. 1 denne
situasjonen kan en tolke Fi slik at ﬁi forteller ved hvilken sannsvnliahetskontur observasion nr. i
befinner sea, dvs. at alle observasjoner som liaaer p3 samme sannsynlighetskontur vil ha samme verdi

m.h.p. .

La 0ss se p? et eksempel med to forklarinasvariahle x oa z som er sentrerte.

X-matrisen har da fslaende utseende:

- _
X1 7
X? 22
xn Zn

Litt alaebra air Aa at

x2 522 - 2x.z, Ix.z, + 22 £x2
i i i i

) i i i i
i 522 7x2 - (5x .z .)?
R T

= rn,

n n
llten tap av qeneralitet kan antas at x og z er skalert slik at % x2 = 3 22 = n oa 35X z
=14 T

j=13i ji=1
der r er den empiriske korrelasionskoeffisienten mellom x oa z. Vi f3r da

x2 - 2x.z.r + 22
i iTi i

’;; =
i n(1-r2)

For ortoaonale variable, dvs. r = N, er ?ﬂ 1ik kvadratet av den vanliae Fu¥lidske avstanden fra oriqo
dividert pf n. Mir r, X; 00z, er positive blir hi mindre enn den "vanliae avstand" skulle tilsi. M3p
r>n, X; > 0 oa z; < 0, blir hi starre enn den "vanlige avstand" skulle tilsi. DNette har sammenhena

med at nfr r > N, er det mer sannsynliq at X; oa z, har samme fortean enn at de har motsatt fortean.
Situasionen er illustrert i fiqur 9. Punkter som liaaer p? samme ellipse har samme ﬁi-verdi.

Figur 9. En grov illustrasjon av "h,-avstand"
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I Belsley, Kuh & Welsch (1980) er det vist at under forutsetning om normalfordeling pd X; -ene
vil (n-p-l)(hi - %)
p(I-h7)

i

vere F-fordelt med p og n-p-1 frihetsgrader. For p > 10 og (n-p-1) > 50 er 95%-fraktilen for F mindre

enn 2. Det er derfor naturlig 3 se nermere pd observasjoner som har en hi slik at uttrykket over er

sterre enn 2.

At (n-p-1)(h, - )

> 2
p(I-h.)

1

er ekvivalent med at

2p+1 - BXL

hy > T
I situasjoner der n er mye sterre enn p gjelder at
p+l

2p+1- n_ _ 2(p+l)
n+p-1 n

Siden gi%ill er 2 ganger gjennomsnittsverdien for hi-ene, er det en sterrelse som er lett &

huske. Derfor blir Eigill fores18tt som en grov grenseverdi for observasjoner en bgr studere narmere.

7.1.3. Standardiserte residualer

Under forutsetning av at Var (yi) = o2 for alle i, der i = 0,1, ...n, kan variansen til ¥; 09

e, uttrykkes ved 02 og det i'te diagonalelementet i hattemattematrisen

Var Gi) hﬁz

og Var (ei) (l-h_i)o2
Var (ei) og Var (§i) er altsd ikke konstante. En stor hi medfegrer at Var_(ei) blir liten og
Var (91- ) stor.

I en analyse av residualene er det mer korrekt 3 bruke standardiserte residulaer (som har
samme varians) enn ustandardiserte residualer. I SAS finnes to former for standardiserte residualer:

e,
(i) STupentT _ L
s/ 1- h;

e.

(i1) RSTUDENT _ —— '
Ts(i) /1 - hi
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Forskjellen mellom (i) og (ii) er at observasjon nr. i er utelatt ved estimering av o i det
siste tilfellet. Fordelen med 3 utelate observasjon nr. i er at teller og nevner da blir stokastisk
uavhengiqge under forutsetning av at yj- ene er normalfordelt. Under nevnte forutsetning er altsd
RSTUDENT t-fordelt med n-p-2 frihetsqrader.

Fra (i) og (ii) ser vi at observasjoner med stor h;j vil fi en sterre standardisert residual
enn ustandardisert residual relativt til andre observasjoner. Dersom en studerer residualer for &
identifisere ekstreme observasjoner, vil alts? ekstreme observasjoner i x-rommet tiltrekke seg mer
oppmerksomhet ndr en bruker standardiserte residualer enn ndr en bruker ustandardiserte residualer.
Som illustrert i fiqur 8 (B) md en vare oppmerksom p& at en ekstrem observasjon likevel kan ha en liten
standardisert residual, siden observasjonen i forholdsvis stor grad vil "trekke til seq" regresjons-
linja.

7.1.4. COOKS D

Cook (1977) har foreslitt f@laende mil for innflytelsen til i'te observasjon:

_ (b - b)) 'x'x(b - b(i))

Dy (p +1) s° ’

der b som tidligere beteqner ((p+1) x1) - vektoren av minste - kvadraters - estimatorene for reare-
sjonskoeffisientene og b(i) den tilsvarende vektoren etter at observasjon nr. i er fjernet.

En (1 - a) x 100% konfidensellipsoide for den ukjente parametervektoren, g, er gitt ved
mengden av vektoren g* som tilfredstiller

(p* - b2;XL§I§3:z- b) < F (p+1, n-p-1, 1l-a),

der F (p+l, n-p-1, 1-x ) er (1-a) - fraktilen i F-fordelingen med p+l oq (n-p-1) frihetsgrader. Det er
derfor naturlig & sammenligne Di med fraktilene i nevnte F-fordeling. Dersom Di = F (p-1, n-p-1, «a),

betyr det at fjerningen av i'te observasjon medferer at b blir forskjsvet mot randen av en o . 100% -
konfidensellipsoide for B basert pd b. Stor Dj tyder derfor pd stor innflytelse av i'te observasjon.
Da starrelsen Di ikke selv har en F-fordeling, har vi ikke sammenlignet Dj-ene med
fraktilene i F-fordelingen. Vi har derimot sett n@rmere pd observasjoner som har stor D i forhold til
andre observasjoner.
COOKS D er nzrmere beskrevet i Cook (1977).

7.1.5. DFFITS

Et tilsvarende mi1 til1 Cooks D er:

DFFITS, = (¥, - ¥,(1))/ s(i) /L,
A " . _ .
der Y; = xib 09 yi(1) = xib(1)

Som nevnt i avsnitt 7.1.3. er Var (§i) = hio?. En estimator for standardavviket til yi er derfor
s(i) /R, '

DFFITS{ er et skalert md1 for endringen i ?i ndr observasjon nr. i utelates. En stor
absoluttverdi for DFFITS; tyder p3 en observasjon med stor innflytelse. DFFITSj har den tilsva-
rende relasjon til t-fordelingen som Cooks D har til F-fordelingen. Det er imidlertid ikke sarlig
interessant 3 sammenligne med fraktilen i t-fordelingen siden sterrelsen til DFFITS; vil vare av-
hengig av antall observasjoner. DFFITS; kan skrives pd felgende form (Belsley, Kuh & Welsch
(1980)):

i &3 n

OFFITS; =Y Tny sty vrwy VTR eys

i

e,
i
der e* = — = RSTUDENT (jfr. avsn. 7.1.3.)
i s(1)7I-E;
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Anta at vi har en "perfekt balansert design-matrise” X slik at , ~_ p+l for alle i. Da blir:
i n

DFFITS, e i

Under forutsetning av at y;-ene er normalfordelt, vil e? vere t- fordelt. N&r n er stor er 0,975-

fraktilen i t-fordelingen tilnarmet 1ik 2. Grenseverdien

*
€3

= 2 vil for |~ _ ptl og store n svare
i n
til:

‘DFFITS.I =2 [ptl
1 n

Belsley, Kuh & Welsch (1980) foreslar 2 / p+l som en "grov" grenseverdi for observasjoner en ber se
n

nzrmere pd. 1 praksis ser en narmere pd observasjoner som har stor [DFFITS;j| relativt til andre
observasjoner. 1 smd datamaterialer ser en lett hvilke observasjoner dette gjelder. "Grenseverdien"
5 / P+l har farst og fremst praktisk verdi i store datamaterialer.

n

DFFITS; er et skalert mi1 for endringen i ¥j ndr observasjon nr. i utelates. Tilsvarende
kan en lage et skalert mdl DFFITSjy for endringen i Yg ndr observasjon nr. i utelates.

xk(b-b(i))

/R

Det kan vises at 'DFFITSik' 5.‘DFFIT31| for alle k¥i. Det er derfor ikke interessant & studere

DFFITSi

DFFITS;k nar IDFFITSiI er liten.

7.1.6. DFBETAS

Et skalert md1 for endringen i koeffisient nr. j ved utelatelse av observasjon nr. i er

_ : . -1
DFBETASij = (bj-bj(1))/s(1) (X X)jj’

der (X'X)E; er element (j,j) i matrisen (X'X)'l. Variansen til bj er 62(X'X)3; . En estimator for
1
JJ
teller og nevner da blir stokastisk uavhengige nar Yij-ene er normalfordelte.

En stor verdi av |DFBETASij| indikerer at observasjon nr. i har stor innflytelse ved
estimering av koeffisient nr. j, Bj. Belsley, Kuh & Welsch (1980) har foresldtt at 'DFBETASijI

standardavviket til bj er derfor s{i)/(X'X) Grunnen til at en benytter s(i) istedet for s, er at

betraktes som "stor" nir ‘DFBETAS..{ > 2,
1) -/
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7.1.7. COVRATIO

COVRATIO; m3ler endringen i determinanten ndr en utelater observasjon nr. i.
. R | 2,00y -1
COVRATIO; = det [s”(i)(X(1)'X(i))""] / det [s"(X'X)""]

COVRATIO; fokuserer ikke bare p& endringer i (X'X)-! ndr obsrvasjon nr. i blir utelatt, men
0gsd p} endringen i ¥ ved at o2 blir estimert ved henholdsvis s2 og s2(i). Dersom COVRATIOj = 1,
indikerer dette at observasjon nr. i har liten innflytelse pd estimeringen. Belsley, Kuh & Welsch
(1980) har vist at COVRATIO; kan skrives pd falgende form:

1
*2

e.
n-p i p+l
[n-p-l t el ] (1-h,)

COVRATIOi =

*
Vi ser at COVRATIO, vil ha en tendens til 3 vare stor ndr h; er stor, oa liten nar e; er stor.

Belsley, Kuh & Welsch har foresl8tt at en ser nzrmere p3 observasjoner med

coveatio - 1| > 32t

siden slike observasjoner kan ha stor innflytelse.

7.2. M31 for kolinearitet

To variable sies & vare kolinemre hvis datavektorene som representerer dem ligger pa samme
linje. Mer generelt er k variable kolineazre hvis datavektorene som representerer dem, ligger i et
delrom med dimensjon mindre enn k, dvs. hvis en eller flere av vektorene er en linezrkombinasjon av
andre vektorer.

Eksakt kolinearitet forekommer sjeldent i praksis, likevel har en ofte problemer i regresjons-
analyse med at variable er "nesten" kolinezre. Innen regresjonsanalyse brukes en "lgsere" definisjon
av begrepet kolinearitet enn den som er presentert over. To variable sies 3 vare kolinezre dersom
datavektorene deres nesten ligger pd samme linje, dvs. hvis vinkelen mellom de to vektorene er liten.
Dette er ekvivalent med at korrelasjonen mellom de to variablene er hagy.

Flere enn to variable defineres tilsvarende til & vare kolinezre dersom den multiple korrela-
sjonskoeffisienten for den ene variabelen m.h.p. de andre variablene er stor.

Dersom vi i regresjonsmodellen y = X8 + e, bringer inn en ny forklaringsvariabel som er
kolinezr med forklaringsvariable som allerede er i modellen, vil den nye variabelen gi liten eller
ingen informasjon i tillegg til den informasjonen som de andre variablene inneholder. Den nye varia-
belen vil altsd gi lite eller ikke noe bidrag til forklaringen av y.

Dersom det er kolinearitet blant forklaringsvariablene i en regresjon, vil dette ha en gdeleg-
gende effekt pd estimeringen. Varians-kovarians-matrisen til estimatorene for regresjonskoeffisientene
er gitt ved:

var(b) = o2 (x'x)"L,

der (X'X) er en ((p+1)x(p+1))-matrise. Dersom vi har eksakt kolinearitet, vil rang (X'X) vare mindre
enn p+l, oq (X'X)-! og Var(b) vil ikke eksistere. Dersom vi har nesten eksakt kolinearitet, vil
dette medfere at variansen til en eller flere (eller muligens alle) av bj-ene blir stor. I Belsley,

Kuh & Welsch (1980) er det mer om dette temaet.
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I dette kapitlet skal vi se pd metoder for &

(i) oppdage kolineazre relasjoner blant forklaringsvariablene

(ii) identifisere hvilke forklarinasvariable som er involvert i hver kolinear relasjon.
Metodene som er beskrevet her, er inneholdt i proqrampakken SAS.

7.2.1. TOLERANCE 0G VARIAMCE INFLATIOM

Som tidligere anta at vi har p forklaringsvariable, xj,..., xp i modellen. Et mal1 for
korrelasjonen til forklaringsvariabel x;j med de andre forklaringsvariablene er "TOLERAMNCE;"

TOLERANCEj =1- R?,

der R? er den "vanlige RZ" i en regresjon med X5 som avhengig variabel og de andre forklarings-

variablene som uavhengige variable.
En tar altsd utgangspunkt i modellen

X, =B+ I B.X, *c,
J 0 i%3 T

0g estimerer (nxl)-vektoren Xj = (xlj"" ) ved vanlig regresjon. Starrelsen Rj er 1ik den

’ an
empiriske korrelasjonskoeffisienten mellom estimerte oq observerte xj-er.

M&let TOLERANCE er stort nir Rg er liten, oa lite ndr R? er stor. Fn alternativ form av dette

milet er "VARIANCE INFLATICN;" eller "VIF;", som er definert ved

VIFj = 1/TOLERANCEj

Nar variabelen xj er sterkt korrelert med andre variable, er VIFj stor, og ndr xj er svakt
korrelert med andre variable, er VIFj liten.

7.2.2. Kondisjoneringsindeks og variansdekomponering

Milene VIF og TOLERANCE mdler i hvilken grad hver variabel er korrelert med andre variable. De
gir derimot liten informasjon om hvordan variablene er korrelerte med hverandre.

En kan studere sammenhengen mellom to og to variable ved § se pd korrelasjonsmatrisen til for-
‘ klaringsvariablene, X. Dette har den svakhet at hvis en har en storre gruppe av variable som er
line®rt avhengiqe av hverandre, er det usikkert om dette vil bli oppdaget siden korrelasjonen mellom to
0g to variable kan vere liten. For & studere sammenhengen mellom flere variable samtidig finnes bedre
metoder. En av disse, som finnes i SAS, bygger p& de sdkalte kondisjoneringsindekser og dekomponering
av matrisen X. Det blir nd gitt en kort beskrivelse av metoden.

Matrisen X'X blir skalert slik at den fir l-ere pd diagonalen. Egenverdiene til X'X bereanes
og listes ut. Disse er kvadratene til singularverdiene til X. Videre beregnes kondisjoneringsindek-
sene som er kvadratrottene til den storste egenverdien dividert pd de ulike egenverdiene.

Stor variasjon i egenverdiene tyder p& at det er kolinearitet i dataene. Dersom en av variab-
lene er en eksakt linemrkombinasjon av andre variable, vil en av egenverdiene vare 0. Utfra empiriske
eksperimenter har Belsley, Kuh & Welsch (1980) funnet at kondisjoneringsindekser av sterrelse 5-10
indikerer svak kolinearitet i dataene, mens kondisjoneringsindekser i omrddet 30-100 indikerer sterk
kolinearitet i dataene.
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Matrisen X'X kan dekomponeres slik at X'X = VD2V', der V er ortogonal oaq D2 er en diagonal-
matrise. Elementene pi diagonalen er egenverdiene til X'X. Varians-kovarians-matrisen til b kan
skrives pd felgende form:

2,,-2

Var(b) =c2(x'x)'1 =g VDV

Videre kan variansen til koeffisient nr. j, bj, skrives:

=N

V.
(4) Vvar(b,) = czz LS
J k)\

=

der Vi or element (j,k) i matrisen V oq A, er egenverdi nr. k til X'X, dvs. element (k,k) i D2,

Vi ser at (4) er en dekomponering av variansen slik at en fir en komponent knyttet til hver
egenverdi eller egenvektor.

SAS lister ut andelen av variansen som er "forklart" ved hver eagenvektor. For variable som er
korrelerte med hverandre, vil det vere en tendens til at variansen har stgrst komponenter m.h.t. de
samme egenverdiene. Vi har et kolineart problem ndr samme komponent bidrar sterkt til variansen til
to eller flere variable, samtidiq som egenvektoren har en stor kondisjoneringsindeks.

7.2.3. Et eksempel

Vedleag 3 er et eksempel pd en SAS-utskrift med utlisting av egenverdier, kondisjonerings-
indekser, andelen av variansen knyttet til hver egenvektor, TOLERAMCE og VIF. Variablene x2, K1, K2
09 K4 har alle TOLERANCE mindre enn 0,03. Det viser at disse 4 variablene er sterkt korrelert med
andre variable, og at det felgeliq er hgy kolinearitet i dataene.

Kondisjoneringsindeksene varierer fra 1 til 41,8, og det indikerer o0gsd hgy kolinearitet i
dataene. Komponenten knyttet til egenvektor nr. 8 bidrar med mer enn 80 prosent av variansen til
variablene xp, K1, K2 og K4. Det indikerer en sterk kolinem=r relasjon mellom de 4 variablene.
Kondisjoneringsindeks nr. 7 er 21,5. Komponenten knyttet til egenvektor nr. 7 bidrar med over 45
prosent av variansen til de 3 variablene x3, x33 og K3. Dette tolker vi slik at det ogsd er en
kolinezr relasjon mellom disse 3 variablene, men at denne relasjonen er adskillig svakere enn den
forste.

Komponenten knyttet til egenvektor nr. 8 bidrar med over 35 prosent av variansen til samtlige
variable. Det indikerer at alle variable er mer eller mindre korrelerte med hverandre.
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8. INNFORING AV KRYSSPRODUKTLEDD I MODELLEM

8.1. Innlednina

I dette kapitlet utvides modellen (3) i kapittel 6 til ogsd R omfatte kryssproduktledd, altsd
en modell av formen

X_ .X_ + feil.
p-1,p"p-1"p

(5) y =Bg+BXg* -en # BpXp ¥ BrXXp * o eee * B
Vi vil ogsd av og til omtale kryssproduktleddene som samspillsledd. Vanligvis ville en ogsd ha tatt
med rene annengradsledd i (5), slik at modellen var et fullstendig annengradspolynom i forklarings-

variablene. Grunnen til at det ikke er gjort her, er at i Eksempelet er det bare dikotome vaiable. Da
blir annengradsleddet 1ik farstegradsieddet.

Som for farstegradsleddene regner vi med at bare et f3tall av samspillsleddene gir signifikante
bidrag. Problemet er 3 ans18 hvor mange og hvilke. For & gjere dette vil vi bruke tilsvarende metoder
som i kapittel 6. Den viktigste forskjellen er at nd er det enda flere mulige effekter & handskes med.
Med utgangspunkt i p hovedeffekter, blir det %p(p-1) samspillseffekter. For Eksempelet med p = 18
funnet i kapittel 6, er det altsd 153 mulige samspillseffekter.

8.2. Antall betydningsfulle kryssproduktledd

Den generelle framaangsmdte er 3 kjsre den store regresjonsmodellen (5) med hovedeffektene
funnet som beskrevet i kapittel 6 og med alle deres kryssproduktledd. Ved et P-plott kan en da ans1i
antall betydningsfulle kryssproduktledd.

En stoter imidlertid pd den praktiske vanskelighet at regresjonsmodellen kan inneholde for
mange variable. I Eksempelet blir det totale antall uavhengie variable 18 + 153 = 171. Det er mer enn
regresjonsprogrammene i SAS kan ta.

For & omgd dette problemet mitte vi modifisere den generelle fremgangsmite noe. Vi delte opp
samspillene i 3 grupper slik at disse tilsammen utgjorde alle samspill. Gjennomgangsstarrelsen pd
gruppene er da 51. Hver gruppe ble kjort i en regresjonsanalyse sammen med de 18 hovedeffektene. P3
den miten f&r en P-verdier for alle samspillene. Det er riktignok ikke P-verdiene relativt til den
fulle modelien.

Figur 10 viser et P-plott av signifikanssannsynlighetene for de 149 testene for at samspills-
effektene er 0 i Eksempelet. Ved & g& inn plottet for p = 0,3 fir en estimert antall sanne nullhypo-
teser til & vaere 99/0,7 = 141,4. Da det totalt inngdr 149 samspill, vil estimatet for antall betyd-
ningsfulle samspill vare 7 eller 8. (Merk at her inngdr 149 samspill og ikke 153. Grunnen er at
regresjonsberegningene viste at 4 av dem var lineert avhengige av de andre). Estimatet er relativt
usikkert. Det omtrentlige standardavviket er /iZTTZ—t-Ti375:? = 7,8.
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Figur 10. P-plott for 149 kryssproduktledd
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8.3. Utvelgelse av kryssproduktledd

I foreqiende avsnitt ble antall betydninqsfulle kryssproduktledd ans1dtt ut fra et P-plott.
For & finne frem til hvilke ledd som er betydninasfulle kan en i prinsippet g3 frem som i kapittel 6.
Der ble R2-plottet brukt sammen med estimatet for antall effekter ut fra P-plottet. Et knekkpunkt
eller utflating av R2-plottet i narheten av det estimerte antall effekter gir grunnlag til & stoppe
med de variable en har i det punktet.

Det er imidlertid en forskjell fra situasjonen i kapittel 6. Der var vi interessert i § ta med
oss i meste laget av effekter, med tanke pd at vi ikke skulle miste interessante samspill pd annet
trinn i analysen. Men nd gjelder det & bearense seq til de effekter som er mest relevante. En md
altsd vere mer omhyggelig i valget en gjaor.

I Eksempelet er det ennd en ekstra vanskelighet. Etter som det ikke er muliq § kjere regresjon
med alle samspillseffekter i modellen, md en forst fjerne en del av disse. Memlig helst de med Titen
betydning. Som grunnlaa for a fjerne variable brukte vi P-verdien oq milet TOLERANCE.

Vi fjerner variable med lav "TOLERANCE" og stor P-verdi for & oppnd skt presisjon i estime-
ringen. Dersom "TOLERANCE" er liten for flere av variablene, betyr det at en har problemer med
kolinearitet. Det er enskeliqg med verdier nar 1 for alle variablene. M&r en fjerner flere variable
med Titen "TOLERAMCE", kan det vare fare for at en fjerner en gruppe av variable som alle er innbyrdes
korrelerte og ukorrelerte med variablene som blir igjen i modellen. For 8 unnad dette problemet med 3
fjerne for mange variable kan en i SAS qjere bruk av "OPTION COLLIN" som bestdr av en diagnostisk
metode som ikke bare viser hvor mye variablene er korrelerte med hverandre, men oqsd hvordan (jfr.
avsnitt 7.2.2 og 7.2.3).

Variable med "TOLERANCE" nazr 1 er nesten ukorrelerte med andre variable. Parameterestimat for
slike variable pdvirkes lite av fjerning av andre variable. En risikerer derfor ikke at fjerning av
variable ferer til at en variabel med stor "TOLERANCE" og opprinnelig stor P-verdi, blir signifikant.
Felgelig fjernet vi variable med stor "TOLERANCE" og stor P-verdi med liten risiko for & gjere noe
galt.

8.4. Eksemplet

Ved & bruke den noe skjmnnsmessige fremgangsmiten beskrevet i foregdende avsnitt, reduserte vi
i Eksemplet antall samspill ned til 53. P& disse pluss de 18 hovedeffektene kjarte vi de trinnvise
prosedyrene BACKWARDS (med niv& 0,03) og MAXR. I figur 11 er gjenqitt R2-plottet basert p& MAXR. En
ser at det har en liten knekk ved 8 samspillsledd. De to trinnvise prosedyrene ga oqs§ de samme 8
variable pd dette trinnet. Dette sammen med estimatet 7-8 for antall betydninqsfu11e samspill fra
avsnitt 8.2, gjorde det lett 3 hestemme seq for de 8 "beste" samspillsvariable en fant ved de trinnvise
metodene. Dette var samspillene

K4 = Xo « Xaq K121 = X15 * X33
K12 = X19 * X34 K132 = X35 + X3q
K85 = Xo « Xqg K151 = Xog * X121
K114 = X5 + Xog K158 = X1g * Xggp

En indikasjon pd at disse samspillene er relevante er at alle unntat K114 bestdr av produkt av
de effekter som i avsnitt 6.5 ble funnet som "sikkert" signifikante pd 5 prosent nivi. Det var
variablene

Xas X170 %33> X34* X350 *121° X501
Alle disse, unntatt X35, er med i de 8 samspillene.

Men samspillene er ikke signifikante pd for eksempel 5 prosent nivd ndr en tar hensyn til at de
er plukket ut blant 149. Antall samspill med forventning O ble estimert til 141. Dermed burde niviet

.05/141 = .0004 brukes pd de enkelte tester. Ingen av de 8 samspillene har sdpass lav P-verdi. Dette
fremgdr av vedlegg 4 med rearesjonsmodellen for 18 hovedeffekter og 8 samspill.
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9. KOMBINERING AV FARSTEGRADSLEDD OG KRYSSPRODUKTLEDD

9.1. Antall betydningsfulle ledd

P& dette trinn i analysen stdr en igjen med farstegradsleddene, funnet som beskrevet i kapittel
6, og kryssproduktleddene fra kapittel 8. Det kan hende at noen av fagrsteqradsleddene kunne ha blitt
med pd grunn av sin virkning gjennom kryssproduktleddene. Dermed kan de miste sin betydning i den
storre modellen i kapittel 8. For & ans1d antall betydningsfulle ledd kan igjen et P-plott brukes.
Ved vurderingen av P-plottet md en nd ta hensyn til at samspillseffektene ble valgt ut fordi de hadde
smd P-verdier. Dermed vil en uten videre ha et antall signifikante effekter som minst er 1ik antall
samspillseffekter. MNoe av det samme kan gjgre seg gjeldende for ferstegradsleddene. De var ogsd opp-
rinnelig valgt ut pd grunn av sin betydning. For & eliminere den siste effekten, laqde vi P-plott pd
grunnlag av alle opprinnelige forklarinqgsvariable (ikke bare de som ble tatt med for & studere sam-
spill) sammen med de utvalqte samspillene. Dermed er det ingen utvelgelseseffekt for faorstearads-
leddene. DNette har ogsd den fordel at en har mulighet til & oppdage variable som blir betydningsfulle
forst etter at samspillene har blitt med i modellen.

I fiqur 12 er P-plottet gitt for de 36 + 8 = 44 variable i Eksempelet. Anslaget for antall
betydningslgse effekter ut fra den inntegnete linjen er 26. Totalt skulle det dermed vare ca. 18
betydningsfulle variable. Det grovt ansl&tte standardavviket ut fra p = 0.3 er 2.8.

Figur 12. P-plott for 36 hovedaffekter og 8 samspillsledd
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9.2. Endelig modell

Ut fra anslaget av antall betydningsfulle ledd, trinnvise metoder og et R2-plott kan en som
tidligere komme frem til et forslag til endelia modell.

I figur 13 er R2-plottet gitt for Eksemplet. Det ser ut til & endre stigningstakt ved 7, 13
0q 21 variable. I betraktning av den relativt 1ille endringen i RZ fra 13 variable oa ut, vil vi
fores1&8 3 ta utganaspunkt i modellen med 13 variable. Det er riktignok et litt lite antall i forhold
til estimatet 1R av antall signifikante variable, men 1ikevel ikke urimelig. Fn bor o0gsd redusere
antall noe pd arunn av muliq seleksjonseffekt ndr samspillsvariablene ble valgt ut.

Beqge de trinnvise prosedyrene BACKWARDS (med nivd 0,02 og MAXR ga de samme variable ndr 13
variable ble valgt. Estimatene for modellen er qitt i tabell 5.

Tabell 5. Regresjon pd de 13 variable i modellen

Regresjons- Signifikans-

Variabel koeffisient Standardavvik sannsynlighet
Konstantledd ........... 2,230

X 7 soevemesseneecnaces 0,348 0.0584 0.0001
Xig srevremseensenesanes 0,046 0,0106 0,0001
Xog eececeescnnnes ceenee 0,175 0,0532 0,0011
Xgq sesenseesnese ceeeees 0,210 0,0464 0,0001
Xgp eoveceestnsseascnnns 0,202 0,0557 0,0003
Kipp weeeeeeeeenes ceeeen 0,826 0,1502 0,0001
K4 = Xog o X3g cenecnes 0,364 0,0402 0,0001
K12 = X1ge Xgq seveeees -0,270 0,0960 0,0050
K85 = Xo o« Xqg eeveees . -0,290 0,0808 0,0004
K121 = X{ge X33 reeesees 0,292 0,0598 0,0001
K132 = X25' x34 cesoecss -0,540 0,1320 0,0001
K151 = X28' x121 Ceeeeen -0,555 0,1606 0,0006
K158 = X18' x501 ....... . -0,064 0,0138 0,0001

RZ = 10,2993
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9.3. Generelle kommentarer til modellen i Eksempelet

Modellen i forealende avsnitt og estimert i tabell 5 er ikke hierarkisk i den forstand at den
ikke inneholder forstegradsledd for alle de variablene som inngdr i kryssproduktleddene. Variablene
Xps X{gs Xops Xogs X33 00 Xg, inngdr bare i samspillene. I modeller med kontinuerlige forklarings-

variable bruker en ofte automatisk & ta med farstegradsledd ndr ledd av hgyere orden er med. Vi finner
det ikke naturlig & gjere dette i vdr situasjon hvor variablene er dikotome.

Hvis vi sr pd samspillsleddene, ser vi at variablene x er relatert

2* %22° *15° X170 X34 9 X5
til hverandre pd folgende mite (der forbindelsene med strek betyr samspill):

Xo———X15 X3g ———*y7

De andre variablene som er med i samspill er bare involvert i ett samspill.

Variablene x,, X;5 00 X3 ser ut til % henge sammen pd en komplisert mite. Det er derfor
naturlig 8 preve 3 ta inn trefaktorleddet Xp+ Xige X33 P§ tilsvarende mdte er det naturlig 3 ta inn
trefaktorleddet X1q0 Xoge Xage I reqresjonen tok vi ogsd inn hovedeffektene til de impliserte variab-

lene. SAS avviste trefaktorleddet X17+ X5+ X34 med den begrunnelse at det var en linezrkombinasjon

av andre variable. Det farstnevnte trefaktorleddet hadde en signifikanssannsynlighet pd ca. 0,07.
Trinnvis reqresjon ga som resultat modellen i tabell 5, men med K85 = Xoe X1 erstattet av

Xo+ Xqg+ X33. I den "nye" modellen var R2 noe stgrre enn R2 i den "gamle" modellen, men forskjellen

var ubetydelig. Vi valqte derfor & holde fast ved den "gamle" modellen siden den var enklere.

9.3.3. Intern estimering av feil

Som beskrevet i kapittel 3 kan vi sammenligne restvariansen i den endelige modellen med et
internt estimat av variansen. Det interne estimatet baserte vi p& en oppdeling etter dikotome variable
(se kapittel 4.2) med hjelpevariabelen

HJELP = 16 x + 4 x

17+ 8 %3 3+ 2 X35 ¥ Xp

hvor de viktigste signifikante ferstegradsledd inngdr.

Innen de forskjellige qruppene for HJELP kjerte vi regresjon m.h.p. resten av de uavhengige
variablene i den endelige modellen. Tabell 6 viser antall frihetsgrader ogq estimert varians i hver
enkelt gruppe.
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Tabell 6. Estimert varians innen forskjellige delarupper

HJELP Antall frihetsgrader Estimert varians
0 tiitierecanesrettsessessesosssssossssananns 295 0,3434

1l iiiiiiiiiiiiiiiie ettt teeseseasanae 14 0,2929

2 teiiniennen ceeene Ceeereesetttatesaerananen 65 0,3844

b ittt tiesenae cetenes cesesaenns . 213 0,2743

O 67 0,2629
12 e cereeeenne Ceteeeceitesetitsanetnaas 27 0,2761

16 cevuiinnns e eeesresesietrettetetesrenneeanns 47 0,2301
20 ..., N S 40 0,1783
26 tiiiiiiiieiiiiteneineaans ceeees heeseeannen 20 0,2379

Det veiete gjennomsnitt av de estimerte variansene i gruppene i tabell 6 er 0,3002. Den
endelige modellen (tabell 5) hadde estimert restvarians 0,3040. Forskjellen er liten. Det tyder pd at
det ikke er mulighet til vesentlig modellforbedring.

9.3.4. Gevinst i modelltilpasning ved & ta inn samspill

I den endelige modellen (tabell 5) inngdr totalt 12 av forklaringsvariablene. Det er

Xps X150 Xq75 X1g0 X230 X250 Xpg0 X330 X340 X350 X1210 X501

Multippel korrelasjonskoeffisient er R2 = ,299. Den heste modellen med 12 forstegradsledd hadde

R2 = 0,265 (figur 5).

Dette er vesentlig forbedring, selv om den absolutte forbedrina ikke er s& stor. Det kan en
ikke vente i v&rt eksempel med relativt svake direkte sammenhenger mellom den avhengige og de uavhen-
gige variable. I tillegg kommer at samspill i modellen burde gi bedre uttrykk for de faktiske sammen-
henger.
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10. FJERNING AV OBSERVASJOMER MED STOR INMFLYTFLSE OG RFESTIMERIMG I EKSEMPELET

I eksempelet kjerte vi regresjon n.h.p. de 36 hovedeffektene, nqg listet ut Y, RSTUDENT, Cook's
D og hj (se kap. 7). Observasjoner med stor verdi pd minst &n av de 4 nevnte starrelsene ble
undersgkt nzrmere. Form3let med dette var & finne frem til observasjoner med stor innflytelse. Vi
valgte & fjerne 3 observasjoner som vi fant "mistenkelige" eller svart avvikende.

Den forste observasjonen vi fjernet fra utvalget, gjaldt en mann pd 68 &r med 124 ferietur-
dager. Et sd stort antall feriedaqer var svart utypisk i og med at mannen var yrkesaktiv med vanlig
virkedagsarbeid minst 5 dager i uka.

Den andre observasjonen ble fjernet fordi den var en dublett, dvs. at en og samme person fore-
kom i datamaterialet 2 ganger.

Den tredje observasjonen som ble fjernet, gjaldt en enslig kvinne p& 25 3r med 83 ferietur-
dager. lIajen var det utypisk med sd mange ferieturdager siden hun hadde fast arbeid med forholdsvis
lav inntekt.

Dersom vi primert skulle analysere folks ferievaner, kunne det diskuteres om grunnene til 3§
fjerne de 3 observasjonene var gode nok. VArt utgangspunkt var imidlertid & studere hvorledes av-
vikende observasjoner kunne pivirke resultatene.

Vi gjentok analysen som er beskrevet tidligere i dette notatet. Forst ble kjort regresjon pd
de 36 hovedeffektene i materialet, og laget et P-plott for t-observatorene for regresjonskoeffisien-
tene. I dette tilfellet ble antall signifikante hovedeffekter estimert til & vare ca. 20. Videre
kjerte vi trinnvis reqresjon p& de 36 variablene, og lagde et R2 plott. Dette hadde et "knekkpunkt"
ved 20 variable, og vi valgte da i beholde 20 variable. De 18 variahlene som vi "valgte ut" i avsnitt

6.6, var alle blant disse 20. De to nye variable var X126 09 X377

Neste trinn i analysen var & danne alle mulige kryssproduktledd av de 20 variablene. Disse ble
s& delt opp i 4 grupper. For hver gruppe ble kjsrt regresjon med kryssproduktledd og de 20 hoved-
effektene. For regresjonskoeffisientene lagde vi deretter et P-plott. Antall sianifikante kryss-
produktledd hle estimert til 3. Dette estimatet har imidlertid stor usikkerhet. Det omtrentlige
standardavviket er 8,8 (jfr. avsnitt 8.2).

Deretter ble utfert trinnvis regresjon m.h.p. kryssproduktleddene i hver av de 4 gruppene. De
20 hovedeffektene ble hele tiden "holdt fast" i modellene. De mest betydningsfulle kryssproduktledd
ble sd plukket ut fra de 4 gruppene. P3 de ca. 30 gjenvarende kryssproduktledd og 20 hovedeffekter
kjorte vi to trinnvise regresjoner (MAXR). I den ene regresjonen holdt vi de 20 hovedeffektene fast i
modellen, og i den andre regresjonen lot vi hovedeffektene "konkurere" pd like fot med kryssprodukt-
leddene. FEtter & ha studert plott av RZ2 fra disse to reqresjonene valgte vi § beholde 8 krvss-
produktledd. Det var de 8 kryssproduktleddene som ble tatt inn ferst i den sistnevnte rearesjonen.

De 8 kryssproduktleddene ble s§ kjert i en regresjon sammen med de 36 hovedeffektene. Ved
hjelp av P-plott ble antall signifikante effekter estimert til & vere 18. Fra den trinnvise regresjo-
nen pd hovedeffekter og samspillsledd ble lagd et R2-plott. Ut fra dette plottet valgte vi § ta med
4 hovedeffekter og 8 kryssproduktledd. Dette til tross for at P-plottet estimerte antall signifikante
effekter til 3 vare 18. De resterende effektene sd nemlig ut til & ha liten betydning. Tabell 7 viser
resultatet av rearesjonsberegninaene pd den endelige modell.
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Tabell 7. Parameterestimat, standardavvik og sianifikanssannsynligheter i den "endelige modell"

Koeffisient- Signifikans-

Variabel estimat Standardavvik sannsynlighet
Konstantledd .......c...s 2,250

K17 secessosnnnnatnanans 0,257 0,047 0,0001
X1g tevevererncncncanens 0,046 0,010 0,0001
X3q4 sresvsnneecaentncnns 0,145 0,040 0,0003
X191 tecsessesssnsan 0,571 0,090 0,0001
K4 = Xog o Xgg eeees ees n,377 0,040 0,0001
K19 = Xpge Xgg eeeees 0,359 0,060 0,0001
K51 = X10° X5 *ccccce 0,097 0,032 0,0028
K85 = Xo o Xig sesesees -0,296 0,081 0,0003
K121 = X1ge X33 sevveees 0,273 0,060 0,0001
K132 = Xoge Xgg eeee -0,490 0,130 0,0002
K152 = X191 X377 terecee -0,414 0,116 0,0004
K217 = X11° Xgop e -0,013 0,003 0,0001

Ved denne modellen er RZ = 0,2988 og av samme storrelsesorden som R2 i modellen presentert
i avsnitt 9.2. Alle de 4 hovedeffektene i tabell 7 er ogsd hovedeffekter i modellen presentert i av-
snitt 9.2. De to hovedeffektene i modellen i avsnitt 9.2 som ikke er med som hovedeffekter i den nye
modellen, er beqge involvert i samspillsledd i den nye modellen. I alt 4 av samspillsleddene er felles
i de to modellene.

Selv om regresjonsfunksjonene har noe forskjellia form, er det likevel stort sett de samme
variable som inngdr i de to modellene. Den eneste variable i den "gamle" modellen. som ikke inngdr i
den nye er Xpg (virkedagsarbeid). Nye variable er Xjg (kjsnn), Xi1 (fedselsdr) og
X371 (innadvendte sosiale interesser). Nir det gjelder xjp og x11 ville disse ha blitt
tatt inn pd henholdsvis trinn 18 oq 16 i den trinnvise prosedyren anvendt p§ alle dataene. De var
altsd ner ved & vare "signifikant". Det er sannsynlig at den farste oq tredje observasjonen som ble

tatt ut, har bidratt ti1 & ske betydningen av xjg og x11. De representerte to ekstreme obser-
vasjoner for hvert kjenn, samt en ekstrem observasjon knyttet til alder.

Den samlete konklusjonen er likevel at de tre observasjonene later til & ha relativt liten
innflytelse pd resultatet av regresjonen.
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Vedleag 1

LISTE OVER UAVHENGIGE VARIABLE I GJENNOMGANGSEKSEMPELET

Xy 1 dersom personen eide/disponerte fritidshus
0 ellers
Xq 1 dersom personen eide/disponerte personbil
0 ellers
Xy 1 dersom personen eide/disponerte bit
0 ellers
Xg : Tallet pd ganger (dager) personen utavde friluftsaktiviteter i lgpet av Aret
Xg Tallet pd ganaer (dager) personen utmvde idretts- og mosjonsaktiviteter i lgpet av dret
Xg Indeks for fysisk rorlighet (verdier: 1, 2, 3, 4)
X10° 1 dersom personen er mann
2 dersom personen er kvinne
X1t Fedselsar
X1p* Husholdningsstarrelse (verdier: 1-6)
X13 ¢ 1 dersom personen er bosatt i Nord-Morge
0 ellers
X1g ¢ 1 dersom personen er bosatt i Trendelag
0 ellers
X15 ° 1 dersom personen er hosatt pd Vestlandet
0 ellers
X16 ° 1 dersom personen er bosatt pd Serlandet
0 ellers
Xp7 ¢ 1 dersom personen bor i hus med flere enn 4 leiligheter (blokk, leiegdrd e.l.)
0 ellers
X8 ¢ Husholdningsinntekt i 10 000 kroners intervall (verdier: 1, 2, ..., 8)
X,n ¢ 1 dersom personen var ansatt
20
0 ellers
x21 : 1 dersom personen var selvstendig uten leid hjelp
0 ellers
Xoo 1 dersom personen var selvstendig med leid hjelp

0 ellers
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Xo3: 1 dersom personen hadde teknisk, vitenskapelig, humanistisk arbeid, administrasjon som yrke
0 ellers
Xog' 1 dersom personen hadde kontor- eller handelsarbeid som yrke
0 ellers
Xog 1 dersom personen hadde jordbruk, skoghruk, eller fiske som yrke
0 ellers
Xopt 1 dersom personen hadde industri, bygge- og anleggsarbeid som yrke
26
0 ellers
Xog 1 drsom personen hadde transportarbeid som yrke
0 ellers
Xog' 1 dersom personen hadde vanliq virkedagsarbeid
0 ellers
Xoq' 1 dersom personen hadde fri hver lgrdag
0 ellers
X30° 1 dersom personen arbeidde minst 5 dager i uken og mindre enn 9 timer! hver dag
0 ellers
X371t 1 dersom personen arbeidde minst 5 dager i uken og 9 timer! eller mer hver dag
0 ellers
X39 1 dersom personen arbeidde mindre enn 5 dager i uken
0 ellers
X33 * 1 dersom personen bodde i tettbygd strgk
0 ellers
X34 * 1 dersom personen hadde utdanning p& gymnasnivd
0 ellers
Xor : 1 dersom personen hadde utdanning pd universitets- eller hggskolenivd
35
0 ellers
X36 Indikator for utadvendte sosiale interesser for sommerferien (verdier: 4, 5, ..., 12)
X397 * Indikator for innadvendte sosiale interesser for sommerferien (verdier: 2, 3, ..., 6)
X3g * Indikator for interesse i friluftsaktiviteter for sommerferien (verdier: 4, 5, ..., 12)

1 Arbeidstid + reisetid til/fra arbeidssted.



REGRESJON MED ALLE 36 VARIABLE.

SOURCE OF
MQODeL 3o
ERROR 8217
C TOAOTAL 323
ROOT MSE
DEP MEAN
CeV,

VARIABLE DF

INTERCEPR
X2

X3

X4

X7

X110
X11
X13
X1la
X1l
X16
X17
X1la
X20
x21
X22
x23
X24
X25
X26
x27
x28
X29
X30

e e b e b e e bt et b e bt e e bt e b e e bt e e

VARIABLE OF

X 31
X332
X33
X364
X35
X338
X601
X121
X126
X361
X371
X501
XS0o

— e e e e e b e e = P e e

SUM  (gF
SUUARE S

1164586
2304275

346,801

Qes62122

2.8343848

19.73157

PARAMETER
ESTIMATE

1231073
0235009
-0.0160820
0.085044
-0.030379
0el124669
—0.00291466
0079964
Qe ln640u7
04103944
-0esUb 301
Oec19919
Ce0283a4a17
02644536
0261354
0.221391
Osl164902
0e037510
-0.413G294
00826799
-0.020505
-0s119a82
Vel106290
-0.0868493

I € A L A

PARAMETER
ESTIMATE

-0.064303
-0.106701
NDe260545
0.165806H
Qe261047
~0e 00939249
0.0185437
0.310531
-04090 445
00588169
-0.0062254
—Qecu 1294
0069191
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Vedlegg 2

UTSKRIFT FRA SAS.

ME AN
SQUARE

3.238497
0.315981

R-SQUARE
ADJ R-SQ

STANDARD
ERROR

0.218646
0.040248
0.051412
0.042057
0.031111
0.049077
0.091599078
0.070395
0.086154
0.048793
0.,080843
0.051663
0.012325
0.131449
0.140792
0.1649753
0.071662
0.061611
0.10HK149
0.065201
0.106550
00592752
0.047028
0.079095

AL Y S 1 S

STANDARD
ERROR

0073794
0.123060
0.058944
0047153
0.061474
0.01019¢
0.063859
0.0672439
0.030259
0.064017
0.0u42368
NDeD74367
0.046016

F VALUS

10.249

0.2938
0.2651

T FOR HO:
PARAMETER=OQ

8.832
S o839
"00313
2.022
~04975
24540
-len23
1.126
24136
24130
~0e5<¢3
40257
2¢306
161
le714
l1ew78
2.301
0.609
-1e312
0808
-0e132
-2.000
2255

~0.563

S Yy S 1T &

T FOR nO:
PARAMETER=0

-0.5600
~0eB867
44420
3.51¢t
36921
06922
Qe022
G4 o072
-14202
0309
~-1e469
-3.223
1204

PROB>F

0.0001

PROB > T

0.0001
0.0001
0.7545
0.0435
03291

D.0112
Qe0OLB7
0.2603
0.0330
0.033a
0.6011

0.0001

0.0214
0.0631

0.0868
0.1397
0.0216
0.5428
0.189¢&
0.4192
0D.8474
0.0458
0.0241

065739

PROB > 1T
0.5484
0.3861
0,0001
0.0005
0.0001
043567
0D.6735
0.0001
0.2298
043635
O0.1421
0.0013
0.1330
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Vedleyg 3

ET EKSEMPEL PA EN SAS-UTSKRIFT MED UTLISTING AV EGENVERDIER, KONDISJONERINGSINDEKSER, ANDELEN AV VARIANSEN
KNYTTET TIL HVER EGENVEKTOR, TOLERANCE OG VIF.

DEP VARIAALE: Y

SuU4 OF ME AN
SCuURCE oF SIUARELS SCUARE £ varus PRIOG>F
MODEL 7 56.053255 3.09475) 21.648 0.,0001
ERROR 372 363,450 04373930
C TUTAaL 979 4204124
ROOT wes 0eA11499 R-SCUARZ 0.1349
DEP McZat 24351403 ADJ R=-S5Q 0.1286
Cov., 21.44553
PARAMETER STANEARD T FOR HO: V‘QIANEE
VARIABLE OF E3T1waTs SRRNR  PARAMETED =0 OR3os > 1T TOLERANCE INFLATICN
INTERCER 1 24475033 0.1C19156 24,230 0.0001 . 0.000000
x2 1 -0.341903 0.227392 ~1.500 Co1335 0.025432 33.976610
X3 1 ~0.356953 0.123515 L ) 2.6537 0.131654 7.607211
X33 1 Oe3356u0 0.113102 24849 n.00s5 0.20C245 “e933245
K1 1 0.s22225 N.256334 1.057 0.0573 0.024493 40.323106
K2 1 0. 2972937 0.246501 2,423 C.0156 0.025860 38.669525
<3 1 =2.00639252 2.145265 -N.0aa 7.3651 0.075157 12.53:0?4
Ko 1 -0.31315% 042753933 -1.153 D.2491 Qe022263 46.,947954
CCLLINEARITY TAGNDSTICS VAR TANCE PROPORTIONS
ART [ O}
CONDITION PCRTION PORTION PORTION PORTIIN  PORTION PORTION Duﬂrloz 93“f1:2
NUMBER EI1GENVALUS INDEX INTERCER x2 %3 %33 K1 <2 b
1 64260 1.000 0.0007 0.00C3 0.0008 2.0006 0.0003 0.0003 0.000% g-gg?j
2 1.037 Z.457 0.005¢  0.0018 0.0234  0.0042 0.0018 0.00lé  0.0030 0.043
3 06323324 44396 0.0164 0.0050 0.0140 0.01640 C.00064 0.0053 0e.0128 0-006;
o 04243155 54074 0.0206 0.0071 0.0156 0.0179 0.0075 o.opzx 0.0153 0.0367
S 0e071791 94333 0.0669 0.0341 0.0457 0.0319 0.0259 0.0259 0'037: 0.0371
° 0.0406927 11550 0.1033 0.0345 0.0512 0.1229 0.0483 0.0472 0.038 o.czic
7 0.013337 21.545 0.4352  0.0735  0.4307  0.4514  0.0363  0.0572 O.slzi 0.8794
3 04003590 41.760 0.3518 0.R33587 0.3633 0.2571 0.3763 0.8551 043795 .
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REGRESJON PR 18 HOVEDEFFEKTER OG 8 SAMSPILL.

DEP VARIABLE:

SOURCE OF

MODEL
ERROR
C TOTAL

26
323
949

ROOT MSé
DEP MEAN
C.V.

VARIABLE DF
INTERCEP
X2
X4
X10
X111
Xla
X15
X17
X118
xX23
X25
xX28
X29
X33
X34
X35
X121
X501
X506
K4
K12
K85
Klla
K121

— e e pe b b bt e e b b o e b e e b b b e e e e e

s TATI ST

VARIABLE DF
K132 1
K151

K158 1

Y

SUM OF
SQUARES

130.1834
275.956
4064140

0.5467883
208347062
19.20535

PARAMETER
eSTIMATE

24213256
De001823433
0.070644
0091542
-0.003120%56
0.1035795
-0.0619485
Celd32700273
0.036812
0.155804
-0, 134668
-06099940
04094905
0,038%503
04223049
0217579
04716997
06102720
NDe072346
06327718
—0e249240
~0e262555
0515919
06344392

1 C A L A

PARAMETER

ESTIMATE
-0.364350
-0.44G021
-0.086400

N

MEAN
SQUARE

5.007069
0.298977

R-SQUARE
ADJ R-SQ

STANDARD
ERROR

0.121855
0.09396hK4
0.040377
0.040512
«.0014045
0.081757
0.109973
0.053181

0.011515
0.053317
0.105672
0.055271

0042381

0073250
0.0a48a412
N.056320
0.156958
0.178486
0.042883
0.100926
0.095729
0.087694
0.205044
0.116G91

L Y S 1S

STANDARD
£RROR

0.161869
0.163580
0.036922

Vedlegg 4

UTSKRIFT FRA SAS.

F VALUE

16.747

0.3014

T FOR mO0:
PARAMETER=O0

134159
DeN19
1.750
24260

—2.222
1.294

Q0 e563
S5.526
3.197
269322

-1s748
-1.809
2.239
0.486
4 4507

3.863

4,508
0.576
1.687
3.247
-2.604
-2.794
24506
2.944

S Y s T &

T.FOP HO 2
PARAMETER=0

-2.251
-2.6€4
"203‘60

PROB>F

0.0001

PROB > T
0.0001
0.9845
0.0805%
0.0241
0.0265
0.1960
ND.5734
0.0001
0.0014
0.0036
0.0809
0.0708
0.0254
De6272
0.0001
0.0001
0.,0001
0.5651
0.0919
0.0012
0.0094
0.0028
0.0124
00033

PROB > T
0.0246
0.0079
0.0195
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